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Методы решений уравнений

(элективный курс для учащихся 10-11 профильных классов общеобразовательных школ)

Пояснительная записка

Уравнения в школьном курсе алгебры занимают ведущее место. На их изучение отводится времени больше, чем на любую другую тему. 
Действительно, уравнения не только имеют важное теоретическое значение, но и служат чисто практическим целям. Подавляющее большинство задач о пространственных формах и количественных отношениях реального мира сводится к решению различных видов уравнений. Овладевая способами их решения, мы находим ответы на различные вопросы из науки и техники (транспорт, сельское хозяйство, промышленность, связь и т. д.) Таким образом, уравнение, как общематематическое понятие, многоаспектно, причем ни один из аспектов нельзя исключить из рассмотрения, особенно если речь идет о вопросах школьного математического образования. 
В виду важности и обширности материала, связанного с понятием уравнения, его изучение в современной методике математики организовано в содержательно - методическую линию. Однако, программой школьного курса математики не предусмотрены обобщение и систематизация знаний об уравнениях и методах их решения, полученных учащимися за весь период обучения. Это вызывает потребность создания элективного курса «Методы решения уравнений».

Курс рассчитан на учащихся 10-11 профильных классов общеобразовательных школ, проявляющих интерес к изучению математики.

Курс позволит школьникам систематизировать, расширить и укрепить знания, связанные с уравнениями, подготовиться для дальнейшего изучения тем, использующих это понятие, научиться решать разнообразные задачи различной сложности, способствует выработке и закреплению навыков работы на компьютере.

Здесь рассматриваются вопросы формирования понятий уравнения, общих и частных методов их решения, взаимосвязи изучения уравнений с числовой, функциональной и другими линиями школьного курса математики. 

Учителю курс поможет наиболее качественно подготовить учащихся к математическим олимпиадам, сдаче ЕГЭ, экзаменов при поступлении в вузы.

Программа элективного курса предполагает знакомство с теорией и практикой рассматриваемых вопросов и расcчитана на 34 часа: 10 часов лекций и 24 часа практических занятий.

Содержание курса состоит из семи разделов, включая введение и итоговое занятие. Учитель, в зависимости от уровня подготовленности учащихся, уровня сложности изучаемого материала и восприятия его школьниками, может взять для изучения не все темы, увеличив при этом количество часов на изучение других. Учитель также может изменить уровень сложности представленного материала.

Программа содержит темы творческих работ и список литературы по предложенным темам.

В процессе изучения данного курса предполагается использование различных методов активизации познавательной деятельности школьников, а также различных форм организации их самостоятельной работы.

Результатом освоения программы курса является представление школьниками творческих, индивидуальных и групповых работ на занятии по вопросам практического применения теории решения уравнений в различных областях наук, а также Интернет тестирование по Контрольно-измерительным материалам ЕГЭ на  итоговом занятии.

Цели курса: обобщение и систематизация, расширение и углубление знаний по решению уравнений различными методами, приобретение практических навыков выполнения заданий с модулем, с параметрами, повышение уровня математической подготовки школьников.

Задачи курса:
· вооружить учащихся системой знаний по решению уравнений;

· сформировать навыки применения данных знаний при решении разнообразных задач различной сложности;

· подготовить учащихся к сдаче ЕГЭ;

· формировать навыки самостоятельной работы, работы в малых группах;

· формировать навыки работы со справочной литературой;

· формировать умения и навыки исследовательской деятельности;

· способствовать развитию алгоритмического мышления учащихся;

· способствовать формированию познавательного интереса к математике.

Требования к уровню усвоения учебного материала

В результате изучения элективного курса «Методы решения уравнений» учащиеся получают возможность знать, понимать и уметь:

· определения уравнения, корней уравнения, равносильности уравнений;

· основные цепочки преобразований уравнений в равносильные;
· различные методы решения уравнений;

· алгоритмы решения уравнений, содержащих переменную под знаком модуля, уравнений с параметрами.
· решать уравнения различными методами.
Содержание курса

(1 ч в неделю, всего 34 ч)
1. Введение (1 ч).
Цели и задачи элективного курса. Вопросы, рассматриваемые в курсе. Структура курса. Знакомство с литературой, темами творческих работ. Требования, предъявляемые к слушателям курса.

Аукцион «Что я знаю о методах решения уравнений?».

2. Рациональные уравнения (7 ч).

Равносильность уравнений. Линейные уравнения. Решение линейных уравнений с параметром. Теорема Виета. Решение квадратных и кубических уравнений с помощью теоремы Виета и ее следствий. Решение уравнений методом разложения на множители. Решение рациональных уравнений с помощью замены переменной. Дробно-рациональные уравнения. Графический и функциональный методы решения уравнений. Метод индукции при решении уравнений. Решение уравнений с  использованием  формул арифметической и геометрической прогрессий.

3 Уравнения, содержащие знак абсолютной величины (11 ч).

Основные методы решения уравнений с модулем: раскрытие модуля по определению; переход от исходного уравнения к равносильной системе; возведение в квадрат обеих частей уравнения; метод интервалов; графический метод; использование свойств абсолютной величины. Уравнения вида 
f (x)= а,    f( x)= а,   где  а
[image: image511.emf]R; f (x)= g (x)   и   f (x)= g (x). 

Метод замены переменных при решении уравнений, содержащих знак абсолютной величины. Метод интервалов при решении уравнений, содержащих знак абсолютной величины. Уравнения вида  |f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)|=a, где а
[image: image2.wmf]Î

 R,  |f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)| = g (x).

Способ последовательного раскрытия модуля при решении уравнений, содержащих «модуль в модуле». Графическое решение уравнений, содержащих знак абсолютной величины. Использование свойств абсолютной величины при решении уравнений. Уравнения с параметрами, содержащие знак  абсолютной величины. Защита решенных олимпиадных заданий.

4. Иррациональные уравнения (7 ч).

Иррациональные уравнения. Метод возведения обеих частей уравнения в степень корня. Метод возведения обеих частей уравнения в степень корня, возведения обеих частей уравнения во вторую степень (один раз или дважды). Метод введения новой переменной при решении иррациональных уравнений. Исключение радикалов в иррациональном уравнении домножением на сопряженный множитель. Метод использования монотонности функций. Метод сравнения множеств значений.  Применение неравенства Коши. Защита решенных олимпиадных заданий. Искусственные приемы решения иррациональных уравнений.

5. Тригонометрический уравнения (6 ч).

Тригонометрические уравнения. Простейшие уравнения. Основные виды тригонометрических уравнений. Основные методы их решения. Решение тригонометрических уравнений методом разложения на множители. Тригонометрические уравнения, приводимые к квадратным. 
Тригонометрические уравнения, приводимые к однородным. Решение тригонометрических уравнений с использованием различных тригонометрических формул. Графический и функциональный методы решения тригонометрических уравнений. Универсальная тригонометрическая подстановка. Тригонометрические уравнения с параметрами. Тригонометрические уравнения, содержащие знак абсолютной величины. Выбор корней тригонометрических уравнений.
6. Вопросы практического применения теории решения уравнений в различных областях наук (1 ч).

7. Итоговое занятие (1 ч).
Учебно-тематический план

	№ п/п
	Название

разделов и тем
	Количество часов
	Форма

проведения
	Образовательный
продукт

	
	
	всего
	теории
	практики
	
	

	1
	Введение
	1
	0,5
	0,5
	Аукцион знаний
	вводный контроль

	2
	Рациональные уравнения
	7    
	2,5
	4,5
	

	  2.1
	Равносильность уравнений. Линейные уравнения. Решение линейных уравнений с параметром.
	1
	0,5
	0,5
	лекция
	конспект

	2.2
	Теорема Виета. Решение квадратных и кубических уравнений с помощью теоремы Виета и ее следствий. Уравнения с параметрами.
	1
	0,5
	0,5
	лекция


практикум
	конспект

	  2.3
	Решение уравнений методом разложения на множители. Решение рациональных уравнений с помощью замены переменной.
	1
	
	1
	практикум
	решенные задания

	  2.4
	Дробно-рациональные уравнения.
	1
	
	1
	
практикум
	
решенные задания

	  2.5
	Графический и функциональный методы решения уравнений.


	1
	0,5
	0,5
	Презентация методов в программе 
MS Power Point
	конспект

	  2.6
	Метод индукции при решении уравнений. Решение уравнений с использованием формул арифметической и геометрической прогрессий.
	2
	1
	1
	лекция


практикум
	конспект

	3
	Уравнения, содержащие знак абсолютной величины
	11
	3
	8
	

	  3.1
	Основные методы

решения уравнений с модулем
	3
	3
	
	лекция
	конспект,

алгоритмы

решений

	  3.2
	Уравнения вида

f (x)= а,    f( x)= а,   где  а
[image: image3.wmf]Î

R; f (x)= g (x)   и  

 f (x)= g (x).
	1
	
	1
	Практикум
	решенные

задания

	  3.3
	Метод замены переменных при решении уравнений, содержащих знак абсолютной величины
	1
	
	1
	
Практикум
	памятка,

решенные

задания

	  3.4
	Метод интервалов

при решении уравнений, содержащих знак абсолютной величины. Уравнения вида |f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)|=a, где а
[image: image4.wmf]Î

 R,  |f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)| = g (x).
	1
	
	1
	Семинар, практикум
	реферат,

опорный

конспект,

памятка,

решенные

задания

	  3.5
	Способ последовательного раскрытия модуля при решении
уравнений, содержащих «модуль в модуле»
	1
	
	1
	практикум
	реферат,

опорный

конспект,

памятка,

решенные

задания

	  3.6
	Графическое решение уравнений, содержащих знак абсолютной величин
	1
	
	1
	тренинг

с применением ПК
	распечатка решений

	  3.7
	Использование

свойств абсолютной величины при решении уравнений


	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания


	  3.8
	Уравнения с параметрами, содержащие знак абсолютной величины
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	  3.9
	Защита решенных

олимпиадных заданий
	1
	
	1
	защита

решений
	решенные

задания

	4
	Иррациональные уравнения
	7
	2
	5
	

	  4.1
	Иррациональные уравнения. 
	2
	2
	
	лекция
	конспект

	  4.2
	 Метод возведения обеих частей уравнения в степень корня. Метод возведения обеих частей уравнения во вторую степень (один раз или дважды).

	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	 4.3
	 Метод введения новой переменной при решении иррациональных уравнений. 
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	4.4
	Исключение радикалов в иррациональном уравнении домножением на сопряженный множитель.
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	4.5
	Метод использования монотонности функций. Метод сравнения множеств значений.  Применение неравенства Коши.

	1
	
	1
	
семинар-

практикум

	
опорный

конспект,

решенные

задания


	4.6
	Защита решенных олимпиадных заданий. Искусственные приемы решения иррациональных уравнений.
	1
	
	1
	защита

решений
	решенные

задания

	5
	Тригонометрические уравнения
	6
	1,5
	4,5
	

	  5.1
	Тригонометрические уравнения. Простейшие уравнения. Основные виды тригонометрических уравнений. Основные методы их решения.
	1
	1
	
	лекция
	конспект

	  5.2
	Решение тригонометрических уравнений методом разложения на множители. Тригонометрические уравнения, приводимые к квадратным. Тригонометрические уравнения, приводимые к однородным.
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	  5.3
	Решение тригонометрических уравнений с использованием различных тригонометрических формул.
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	  5.4
	Графический и функциональный методы решения тригонометрических уравнений. Универсальная тригонометрическая подстановка.
	1
	
	1
	лекция, практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	  5.5
	Тригонометрические уравнения с параметрами. Тригонометрические уравнения, содержащие знак абсолютной величины.
	1
	
	1
	семинар-

практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	  5.6
	Выбор корней тригонометрических уравнений.
	1
	0,5
	0,5
	лекция, практикум
	опорный

конспект,

решенные

задания

	6
	Вопросы практического применения теории решения уравнений в различных областях наук
	1
	
	1
	Круглый стол
	

	7
	Итоговое занятие
	1
	
	1
	Контрольное тестирование
	использование Интернет

	
	ИТОГО:
	34
	9,5
	24,5
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Темы творческих работ

1. Применение решений уравнений в механике.
2. Применение решений уравнений в химии, медицине.

3. Применение решений уравнений в геологии, географии.

4. Применение решений уравнений в астрономии.

5. Применение решений уравнений в информатике.

6. Проект памятки правил и алгоритмов решений уравнений разными методами.

7. Изготовление игры «Математическое лото» по теме «Решение уравнений».

8. Проект опорных сигналов по способам решения уравнений с модулем.

Календарно – тематическое планирование элективного курса

«Методы решения уравнений».

	№ 
	Название

разделов и тем
	Дата

	1
	Введение
	

	Рациональные уравнения (7 часов)

	 2
	Равносильность уравнений. Линейные уравнения. Решение линейных уравнений с параметром.
	

	3
	Теорема Виета. Решение квадратных и кубических уравнений с помощью теоремы Виета и ее следствий. Уравнения с параметрами.
	

	 4
	Решение уравнений методом разложения на множители. Решение рациональных уравнений с помощью замены переменной.
	

	5
	Дробно-рациональные уравнения.
	

	 6 
	Графический и функциональный методы решения уравнений.
	

	 7
	Метод индукции при решении уравнений. 
	

	8
	Решение уравнений с использованием формул арифметической и геометрической прогрессий.
	

	Уравнения, содержащие знак абсолютной величины (11 часов)

	 9
	Основные методы решения уравнений с модулем.
	

	 10
	Основные методы решения уравнений с модулем.
	

	 11
	Основные методы решения уравнений с модулем.
	

	 12
	Уравнения вида f (x)= а, f x= а, где а 
[image: image5.wmf]Î

R; f (x)= g (x) и f (x)= g (x).
	

	 13 
	Метод замены переменных при решении уравнений, содержащих знак  абсолютной величины.
	

	 14
	Метод интервалов при решении уравнений, содержащих знак абсолютной величины. Уравнения вида f1(x)f2(x)… fn(x)=a, где а 
[image: image6.wmf]Î

R   f1(x)f2(x)…fn(x) =   = g(x).
	

	15
	Способ последовательного раскрытия модуля при решении уравнений, содержащих «модуль в модуле».
	

	16
	Графическое решение уравнений, содержащих абсолютные величины.
	

	 17 
	Использование свойств абсолютной величины при решении уравнений.
	

	 18
	Уравнения с параметрами, содержащие знак абсолютной величины.
	

	 19
	Защита решенных олимпиадных заданий.
	

	Иррациональные уравнения ( 7 часов)

	 20
	Иррациональные уравнения. Основные методы решения.
	

	 21
	Основные методы решения.
	

	 22
	 Метод возведения обеих частей уравнения в степень корня. Метод возведения обеих частей уравнения во вторую степень (один раз или дважды). 
	

	 23
	 Метод введения новой переменной при решении иррациональных уравнений. Графический и функциональный методы решения уравнений.
	

	 24
	Исключение радикалов в иррациональном уравнении домножением на сопряженный множитель.
	

	25
	Метод использования монотонности функций. Метод сравнения множеств значений.  Применение неравенства Коши.
	

	 26
	Защита решенных олимпиадных заданий. Искусственные приемы решения иррациональных уравнений.
	

	Тригонометрические уравнения (6 часов)

	 27
	Тригонометрические уравнения. Простейшие уравнения. Основные виды тригонометрических уравнений. Основные методы их решения.
	

	 28
	Решение тригонометрических уравнений методом разложения на множители. Тригонометрические уравнения, приводимые к квадратным. Тригонометрические уравнения, приводимые к однородным.
	

	 29
	Решение тригонометрических уравнений с использованием различных тригонометрических формул.
	

	 30 
	Графический и функциональный методы решения тригонометрических уравнений. Универсальная тригонометрическая подстановка.
	

	 31
	Тригонометрические уравнения с параметрами. Тригонометрические уравнения, содержащие знак  абсолютной величины.
	

	 32
	Выбор корней тригонометрических уравнений.
	

	 33 
	Вопросы практического применения теории решения уравнений в различных областях наук
	

	 34
	Итоговое занятие. Контроль ЗУН.
	


Приложение

Занятие 1: Введение.
Цель занятия: Активизировать внимание учащихся, сообщить цели и задачи элективного курса, вопросы, рассматриваемые в курсе, и его структуру. Ознакомить с литературой, темами творческих работ. Ознакомить с требованиями, предъявляемые к участникам курса.

Выявить степень ЗУН по теме «Методы решения уравнений», пробелы в знаниях с целью их дальнейшего устранения.
Ход занятия:  (возможно оформление в виде презентации) 
История алгебры уходит своими корнями в древние времена. Задачи, связанные  с уравнениями, решались ещё в Древнем Египте и Вавилоне. Теория уравнений интересовала и интересует математиков всех времён и народов.

     В Древнем Египте и Вавилоне использовался метод ложного положения («фальшивое правило») для решения задач, которые мы теперь решаем урав​нениями первой степени.

У разных народов применялся метод двух лож​ных положений. Арабами этот метод был механи​зирован и получил ту форму, в которой он перешел в учебники европейских народов, в том числе в «Арифме​тику» Магницкого. Магницкий называет способ решения «фальшивым правилом» и пишет о части своей книги, излагающей этот метод:

 Зело бо хитра есть сия часть,

                                 Яко можеши ею все класть 

         Не токмо что есть во гражданстве,

        Но и высших наук в пространстве,

                                  Яже числятся в сфере неба,

Якоже мудрым есть потреба.

     Содержание стихов Магницкого можно вкратце пе​редать так: эта часть арифметики весьма хитрая. При помощи ее можно вычислить не только то, что понадо​бится в житейской практике, но она решает и вопросы «высшие», которые встают перед «мудрыми».

Магницкий пользуется «фальшивым правилом» в форме, какую ему придали арабы, называя его «арифме​тикой двух ошибок» или «методой весов».

Необходимость решать уравнения не только первой, но и вто​рой степени еще в древности была вызвана потребностью решать задачи, связанные с нахождением площадей земельных участков и с земляными работами военного характера, а также с развитием астрономии и самой математики. Квадратные уравнения умели решать вавилоняне около 2000 лет до н. э. В их клинописных текстах встречаются неполные и полные квадратные уравнения:

Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает по существу с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводят только за​дачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены.

Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилоне,  в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений.
Индийские математики часто давали задачи в стихах.

         Задача о лотосе.

Над озером тихим, с полмеры над водой,

Был виден лотоса цвет.

Он рос одиноко, и ветер волной

Нагнул его в сторону – и уж нет

Цветка над водой.

Нашёл его глаз рыбака 

В двух мерах от места, где рос.

Сколько озера здесь вода глубока?

Тебе предложу я вопрос. ( Ответ: 
[image: image7.wmf]4

3

3

 )
В одном из древних рукописных сборников задач в стихах жизнь Диофанта описывается в виде следующей алгебраической загадки, представляющей надгробную надпись на его могиле

 Прах Диофанта гробница покоит; дивись ей — и камень

 Мудрым искусством его скажет усопшего век. 

 Волей богов шестую часть жизни он прожил ребенком.

 И половину шестой встретил с пушком на щеках.

 Только минула седьмая, с подругою он обручился.

 С нею пять лет проведя, сына дождался мудрец;

 Только полжизни отцовской возлюбленный сын его прожил.

 Отнят он был у отца ранней могилой своей.

 Дважды два года родитель оплакивал тяжкое горе,

 Тут и увидел предел жизни печальной своей.

Задача-загадка сводится к составлению и решению уравнения:
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 откуда х = 84 –  вот сколько лет жил Диофант. 

Современная математика не мыслима без решения уравнений. Уравнения не только имеют важное теоретическое значение, но и служат чисто практическим целям. Подавляющее большинство задач о пространственных формах и количественных отношениях реального мира сводится к решению различных видов уравнений. Овладевая способами их решения, мы находим ответы на различные вопросы из науки и техники (транспорт, промышленность, астрономия, энергетика и т. д.) Таким образом, уравнение как общематематическое понятие многоаспектное, причем ни один из аспектов нельзя исключить из рассмотрения. В виду важности и обширности материала, связанного с понятием уравнения, его изучение в современной методике математики организовано в содержательно - методическую линию. Однако, программой школьного курса математики не предусмотрены обобщение и систематизация знаний об уравнениях, и методах их решения. Это позволит сделать элективный курс «Методы решения уравнений».

Цели курса: обобщение и систематизация, расширение и углубление знаний по теме «Решение уравнений различными методами», обретение практических навыков выполнения заданий с модулем, с параметрами, повышение уровня математической подготовки.

Задачи курса:
· вооружить учащихся системой знаний по теме решение уравнений;

· формировать навыки применения полученных знаний при решении разнообразных задач различной сложности;

· подготовить учащихся к сдаче ЕГЭ;

· формировать навыки самостоятельной работы, работы в малых группах;

· формировать навыки работы со справочной литературой, с компьютером;

· формировать умения и навыки исследовательской работы;

· способствовать развитию алгоритмического мышления учащихся;

· способствовать формированию познавательного интереса к математике.

Требования к уровню усвоения учебного материала.
В результате изучения программы элективного курса «Методы решения уравнений» учащиеся получают возможность знать, понимать и уметь:

· определения уравнений, корней уравнения, равносильности уравнений;

· основные цепочки преобразований уравнений в равносильные;
· различные методы решения уравнений;

· алгоритмы решения уравнений, содержащих переменную под знаком модуля, уравнений с параметрами.
· решать уравнения различными методами.
Для определения степени ЗУН по теме «Методы решения уравнений» проведем «Аукцион знаний», ответив на вопросы. Правильные ответы оцениваются в денежном эквиваленте, так как в дальнейшем ваши знания – это ваша будущая зарплата.
	Решите уравнения

	№
	Задания варианта I
	№
	
Задания варианта II

	1
	5(х-2) – 2(3-4х) =  3(3х+2)
	1
	8(х-3) – 5(5-6х) = 4(5х+3)

	2
	(а – 4)х = а – 4
	2
	(4 – m)x = 4 – m

	3
	- 3х2 + 15 = 0
	3
	4х2 - 3 = 0

	4
	2х2 – х + 3 = 0
	4
	х2 + 4х – 5 = 0

	5
	2(х – 1)2 – (х – 1) – 1 = 0
	5
	3(х + 2)2 – 2(х + 2) – 1 = 0

	6
	При каких значениях параметра а уравнение ах2 + 4х – а + 5 = 0

	
	имеет два различных действительных корня
	
	не имеет действительных корней

	
Решите уравнения

	7
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	8
	(х+3)4 + (х+5)4 = 2
	8
	х(х+2)(х+4)(х+6) + 16 = 0

	9
	х2 + 2 (х( - 3 = 0
	9
	х2 + 5 (х( - 6 = 0

	10
	27х3 + 9х2 + 3х + 1 = 0
	10
	х4 – х3 + х2 – х + 1 = 0


Занятие 2: Равносильность уравнений. Линейные уравнения. Решение линейных уравнений с параметром.
Цель занятия: Активизировать внимание учащихся для изучения нового материала, сообщить итоги «Аукциона знаний». Ввести понятие равносильности уравнений, уравнений с параметрами. Дать классификацию уравнений с параметрами. Общие методы решения уравнений с параметрами. Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:  
Рациональным уравнением называется равенство f(x) = g(x), для которого поставлена задача: найти все значения переменной х, при которых оно обращается в верное числовое равенство.
Областью допустимых значений уравнения f(x) = g(x) называется множество значений неизвестного х, при которых имеют смысл ( определены) его левая и правая части f(x)  и  g(x).

Число х0 из области допустимых значений уравнения называется его решением или корнем, если при подстановке х0 вместо х в уравнение f(x) = g(x) последнее превращается в верное числовое равенство f(x0) = g(x0).

Решить уравнение – значит, найти все его корни, или доказать, что корней нет.

Если все корни первого уравнения являются корнями второго уравнения, то второе уравнение называется следствием первого.

Два уравнения называются равносильными, если их множества решений совпадают.
В большинстве случаев решение уравнения получается после некоторой цепочки преобразований, переходов от одного уравнения к другому. В процессе решения каждое уравнение заменяется на какое-то новое, а у нового уравнения могут быть  новые корни. Поэтому основная задача правильного решения уравнения состоит в недопущении потери корней и отбрасывании лишних. Самый лучший способ в решении этой задачи – на каждом шаге преобразований заменять очередное уравнение на равносильное. Тогда корни последнего уравнения и будут корнями исходного. Однако, на практике это осуществлять порой довольно сложно. Как правило, уравнение заменяют его следствием. При этом по определению уравнения-следствия все корни первого уравнения являются корнями второго, то есть потери корней не происходит, но посторонние корни могут появиться. Поэтому в этом случае обязательна проверка корней. 
Заметим также, что заменять уравнение на другое, не являющееся его следствием, нельзя, так как в этом случае имеется корень первого уравнения, не являющийся корнем второго. Поэтому даже решив второе уравнение, мы не найдем всех корней первого. Произойдет потеря корня, что уже непоправимо.
Уравнение вида ах + b = 0, где а, b – числа, а≠0, называется линейным уравнением. Оно имеет единственный корень х = - b / a.

Если уравнение кроме неизвестных содержит числа, обозначенные буквами, то они называются параметрами, а уравнение – уравнением с параметрами.

Параметр – некоторое фиксированное, но неизвестное число.

Следует заметить, что уравнение с параметрами задает не одно уравнение, а целое семейство уравнений, определяемых значением параметра.

Придавая параметрам различные значения, будем получать различные уравнения с числовыми коэффициентами. 

Преимущественно встречаются уравнения:

· с одним параметром и одним неизвестным;

· с одним параметром и двумя неизвестными;

· 
с одним параметром и одним неизвестным;
· 
с одним параметром и двумя неизвестными.

Решить уравнение с параметром – это значит установить соответствие, с помощью которого для каждого значения параметра указывается множество корней соответствующего уравнения.

Задачи с параметрами можно разбить на два класса:

I. требуется решить уравнение при всех значениях параметра;

II. требуется из всех значений параметра выделить те, при которых уравнение будет обладать некоторыми задаваемыми свойствами.

В задачах I класса нужно провести полное исследование решения, которое заключается, как правило, в обязательном рассмотрении следующих случаев решения:

a. случай, при котором задача не имеет смысла;

b. случай, при котором задача не имеет решения;

c. 
случай, при котором задача имеет единственное решение или конечное число конкретных решений;

d. 
случай, при котором задача имеет бесчисленное множество решений.

В задачах II класса не следует  проводить полного исследования решения задачи, а достаточно провести решение, которое приведет к ответу на поставленный вопрос задачи.
Пример 1: Решите уравнение k.x = 1.
Решение: 

1) Если k = 0, то уравнение имеет вид 0х = 1 -  корней не имеет.

2) Если k ≠ 0, то уравнение имеет единственное решение х = 
[image: image11.wmf]k
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Ответ: при k = 0 уравнение корней не имеет, при k ≠ 0 уравнение имеет единственное решение х = 
[image: image12.wmf]k
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.
Пример 2: Решите уравнение (b – 2)x = b – 2.
Решение: 

1) Если b = 2, то получим уравнение вида 0х = 0, которое имеет бесчисленное множество решений.

2) Если b ≠ 2, то уравнение имеет решение х =1.
Ответ: при b = 2 уравнение  имеет бесчисленное множество решений, при b ≠ 2 
  х =1.
Примеры. 

 Решите уравнения класса I :
1. mx = 1 

2. a x = 0

3. nx = n
4. (n – 1)x = n
5. (b + 3)x = b + 3

6. (7 – 3c)x = 0

7. ax = - 5 
8. bx = 5
9. 2kx = 0
10. mx = - m 
11. (a – 7)x = a – 7 
12. (6 – 3a)x = 0
13. 4 + mx = 3x + 1
14. ax – a = x – 1 
15. 7x = 
[image: image13.wmf]m
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16. 
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17. ax = 
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18. c(c – 2)x = c
19.  
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21. x(a+2) – a(1- x) = 3
22. 2x – 3(x - b) = b + 3
23. c + 6(x – 1) = 2c + x
24. 
[image: image18.wmf]4

3

2

2

mx

mx

-

=

-


25. 
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26. (x – 2a)2 – (4 + x)2 = 4
27. (x + k)2 – (x – 5)2 = - 1 
Примеры. 

 Решите уравнения класса II :
28. При каком значении параметра s, уравнение (3 – 2s)x = 0 имеет единственное решение?
29. При каком значении параметра а  корнем уравнения ах – 100 = а – 100  является любое число?
30. Определить значение параметра а, при котором корнем уравнения            5 – (3 – ах) = 11 является отрицательное число.

31. При каком значении параметра k, уравнение 2 – х = 
[image: image20.wmf]3
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 не имеет корней?

32. Определить значение параметра n, при котором уравнение   
[image: image21.wmf]2
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      имеет единственное решение.

33. При каких значениях параметра а уравнение а2х = а(х+3) – 3  имеет решение?
34. Найдите значение параметра b, при котором число 5 является корнем уравнения b(x – 3) – x(2 – b) = 4.
35. При каких значениях параметра а  график уравнения (а(х – 2у = 7 проходит через точку М(3;1)?

Занятие 3: Теорема Виета. 
Решение квадратных и кубических уравнений с помощью теоремы Виета и ее следствий. Уравнения с параметрами.

Цель занятия: Рассмотреть теорему Виета и следствия из нее. Закрепить изученный материал  на практике.
Ход занятия:  

Уравнение вида ах2 + bx + c = 0, где a, b, c –  числа, а≠0, называется квадратным уравнением.  Числа a, b, c – это коэффициенты квадратного уравнения. Число а – старший или первый  коэффициент, b – второй коэффициент, с - свободный член.

Квадратное уравнение, старший коэффициент которого равен 1, называют приведенным.

Квадратные уравнения можно решать различными методами:

· выделением квадрата двучлена;

· используя формулы корней квадратного уравнения;

· используя теорему Виета и ее следствия.

Любое квадратное уравнение можно решить, воспользовавшись формулой корней квадратного уравнения. Однако, в ряде случаев корни квадратного уравнения удается найти иными методами.
Теорема Виета: Сумма корней приведенного квадратного уравнения равна второму коэффициенту, взятому с противоположным знаком, а произведение корней равно свободному члену.

Доказательство: Пусть приведенное квадратное уравнение вида 
х2 + px + q = 0 имеет два действительных различных корня:

х1 = 
[image: image22.wmf]2
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Найдем их сумму и произведение:

х1 + х2 = 
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х1 . х2 = 
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Таким образом, теорема доказана.
Для неприведенного квадратного уравнения справедливо: х1 + х2 = -
[image: image30.wmf]a

b

; х1 . х2 = 
[image: image31.wmf]a
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Обратная теорема Виета: Если числа m  и n таковы, что m+n = - p, а mn=q, то эти числа являются корнями уравнения х2 + px + q = 0.
Доказательство: Пусть m + n = - p  и  mn=q, тогда p = - (m + n), q = mn.
Значит, уравнение х2 + px + q = 0 можно представить в виде 

х2 - (m + n)x + mn = 0.

Подставим в уравнение вместо х поочередно m и n:

m2  - (m+n)m + mn = m2 – m2 – mn + mn = 0,

n2 – (m+n)n + mn = n2 – mn – n2 + mn = 0.

Таким образом, получили, что числа m и n – корни уравнения.
Теорема доказана.

Следствия теоремы Виета:

1. Если а, b и с – корни кубического уравнения х3 + px2 + qx + s = 0, то 
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2. Если для уравнения ах2 + bx + с  = 0 выполнимо условие а+b+c=0, то уравнение имеет корни х1=1; х2 = 
[image: image33.wmf]a

c
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3. Если для уравнения ах2 + bx + с  = 0 выполнимо условие а – b+c=0, то уравнение имеет корни х1= - 1; х2 = - 
[image: image34.wmf]a

c

.

Решите приведенные квадратные уравнение (устно):
36. у2 + 9у + 20 = 0;

37. х2 – 11х + 24 = 0;

38. t2 – 9t + 8 = 0;
39. z2 + 12z + 20 = 0;

40. х2 + 13х + 30 = 0;

41. у2 + 12у + 32 = 0;

42. х2 – 3х – 10 = 0;

43. х2 – 4х – 5 = 0;

44. х2 + 7х – 60 = 0;

45. у2 + у – 56 = 0;

46. х2 + 5х – 14 = 0;

47. t2 – t – 42 = 0;
48. y2 + 5y – 50 = 0;
49. z2 + z – 20 = 0;
50. u2 + 14u + 24 = 0;
51. z2 – 2z – 3 = 0;
52. x2 + 13x + 12 = 0;
53. y2 – 4y – 21 = 0;
54. t2  + 7t – 18 = 0;
Решите квадратные уравнение,  используя свойства 2 и 3(устно):

55. 2х2 – х – 1 = 0;
56. 5х2 + 6х + 1 = 0;

57. 3х2 – х – 2 = 0;

58. 20х2 – 8х – 12 = 0;

59. 15х2 – 7х – 8 = 0;

60. 3х2 + 2х – 1 = 0;

61. 7х2 + 5х – 2 = 0;

62. 51х2 – 50х – 1 = 0;

63. 2х2 – 5х – 7 = 0;

64. 21х2 – 25х – 46 = 0.

Составьте квадратное уравнение, корни которого равны:

65. х1 = 1; х2 = - 5;

66. х1 = - 1; х2 = 21;

67. х1 = 7; х2 = 4;

68. х1 = 8; х2 = - 2.

Составьте кубическое уравнение, корни которого равны:

69.  х1 = 3; х2 = - 2, х3 = 1;

70. х1 = 5; х2 = 7, х3 = - 4.

71. При каких значениях а уравнение ах2 + 4х + 5 – а = 0: 

а) имеет два различных корня;

б) имеет два корня;

в) не имеет действительных корней?

72. Найдите наименьшее целочисленное значение параметра b, при котором уравнение имеет два действительных различных корня:

а) х2 – 2bx + b2 – 4b + 3 = 0;

б) х2 + 2 (b – 2)x + b2 – 10b + 12 = 0.
73. При каких значениях а:


а)корни уравнения х2 – 8ах + 27 = 0  относятся как 3 : 1;


б) корни уравнения  х2 – 10ах + 24 = 0 относятся как 2 : 3;

74. Найдите числа p и q такие, что корни уравнения х2 + px + q = 0 есть числа p и q.

75. При каких p и q числа p и q являются корнями уравнения х2 + px + q=0?

76. 
При каких p и q числа p и q являются корнями уравнения х2 + px + q=0?
Занятие 4: Решение уравнений методом разложения на множители. Решение рациональных уравнений с помощью замены переменной.
Цель занятия: Рассмотреть решение рациональных уравнений методом разложения на множители и методом замены переменной. Закрепить изученный материал  на практике.
Ход занятия:  
Разложение левой части уравнения на множители (при условии равенства правой части уравнения нулю) – достаточно распространенный прием решения самых различных уравнений. Здесь нет общих рецептов. Многое зависит от вашего опыта, наблюдательности, сообразительности.
Кроме того, всякий целый корень уравнения с целыми коэффициентами является делителем его свободного члена.
Решите уравнения:
77. х5 – 2х3 – 3х2 + 6 = 0;

78. х2(х – 5) – х(х – 5) – 42(х – 5) = 0;
79.у2(у+3) + 9у(у+3) + 20(у+3) = 0;
80. 2v2(1 – v2)–5v(1 – v2)–3(1 – v2) = 0;
81. x3 – 7x2 + 10x = 0;

82. x4 + x3 – 6x2 = 0;
83. 2х3 + х2 – 5х + 2 = 0;

84. 6х3 – 11х2 + 6х – 1 = 0;

85. х4 + 2х3 – х = 0;

86. х4 + х3 – 7х2 – 13х – 6 = 0;
87.х3 – 12х2 + 9х + 22 = 0;

88. 2х3 – 7х2 + 9 = 0.
Введение нового неизвестного, относительно которого уравнение имеет более простой вид, легко приводимый к стандартному или даже просто упрощающее вид уравнение – важнейший метод решения уравнений любых типов и видов.

Рассмотрим некоторые наиболее часто встречающиеся замены.

а) замена у = хn. В частности, с помощью замены у = х2 решаются так называемые биквадратные уравнения, то есть уравнения вида ах4 + bx2 + c = 0;
б) замена у = 
[image: image35.wmf])
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, где P(x) и Q(x) – многочлены, например с помощью замены у = х + 
[image: image36.wmf]x
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 решаются возвратные уравнения 4-ой степени, то есть уравнения вида ах4 + bx3 +cx2 + bx + a = 0;
в) замена как среднее арифметическое нескольких скобок – метод симметризации;

г) замена выражения и приведение к уравнению с параметром – метод корней квадратного уравнения.

Прежде чем рассмотреть примеры, дадим несколько советов:

1. новое неизвестное следует вводить сразу, при первой возможности.

2. после введения нового неизвестного получившееся уравнение следует полностью решать с этим неизвестным, отбросить, если таковые появились, лишние корни и лишь затем вернуться к первоначальному неизвестному.
Решите уравнения:
89. х4 – 4х2 – 1 = 0;

90. (х2 – 5х)2 + 10(х2 – 5х) + 24 = 0;

91. 
(х2 – 5х)2 + 10(х2 – 5х) + 24 = 0;


92. х2(х – 3)2 + 2х(х – 3) = 80;

93. 
[image: image37.wmf];
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94.  
[image: image38.wmf];
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95. (х – 4)(х – 5)(х – 6)(х – 7) = 1680;

96. (6 – 3х)(4 – 3х) = 120;

97. (5х – 2)(5х – 8) = 550;

98.(х + 3)4 + (х + 5)4 = 2;

99. х(х + 2)(х + 4)(х + 6) + 16 =0;

100. х4 - 2
[image: image39.wmf]3

х2 – х + 3 – 
[image: image40.wmf]3

 = 0; {замена у = 
[image: image41.wmf]3

}
101. х4 + 3х2 + 6х – 5 = 0 {замена у = 3}.
Занятие 5: Дробно-рациональные уравнения.

Цель занятия: Рассмотреть решение дробно – рациональных уравнений. 

   Закрепить материал  на практике.
Ход занятия:  
Дробно – рациональными уравнениями называются уравнения вида 
[image: image42.wmf]0
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Решить дробно – рациональные уравнения:
102. 
[image: image44.wmf];
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103. 
[image: image45.wmf];
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104. 
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105.
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106.
[image: image48.wmf];
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108. 
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110. 
[image: image52.wmf].
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 При каких значениях b  решение уравнения будет единственным?

Занятие 6: Графический и функциональный методы 
решения уравнений.

Цель занятия: Рассмотреть принципы решения рациональных уравнений графическим и функциональным методами с помощью презентации. 

Закрепить материал  на практике.
Ход занятия:  
Пусть X и Y - два произвольных числовых множества. Элементы этих множеств будем обозначать х и у соответственно и будем называть элементами.
Числовой функцией, определенной на множестве Х и принимающей значения во множестве Y, называется соответствие (правило, закон), которое каждому х из множества Х сопоставляет одно и только одно значение у из множества Y. 

Переменную х называют независимой переменной или аргументом, а переменную у - зависимой переменной. Говорят также, что переменная у является функцией от переменной х. Значения зависимой переменной называют значениями функции. 

Введенное понятие числовой функции является частным случаем общего понятия функции как соответствия между элементами двух или более произвольных множеств.

Пусть Х и Y - два произвольных множества.

Функцией, определенной на множестве Х и принимающей значения во множестве Y, называется соответствие, соотносящее с каждым элементом множества Х один и только один элемент из множества Y.

Задать функцию - это значит указать область ее определения и соответствие (правило), при помощи которого по данному значению независимой переменной находятся соответствующие ему значения функции.

С понятием функции связаны два способа решения уравнений: графический и функциональный. 
Графический метод.
На практике для построения графика некоторых функций составляют таблицу значений функции для некоторых значений аргумента, затем наносят соответствующие точки на координатную плоскость и последовательно соединяют их линией. При этом предполагается, что точки достаточно точно показывают ход изменения функции.

Графиком функции y = f(x) называется множество всех точек 

{x, f(x)} координатной плоскости,  заданных на D (f(х)).

Заметим, что, так как функция f сопоставляет каждому x из D(f) одно число f(x), то график функции f пересекается любой прямой, параллельной оси ординат, не более, чем в одной точке. И наоборот: всякое непустое множество точек плоскости, имеющее со всякой прямой, параллельной оси ординат, не более одной общей точки, является графиком некоторой функции. Не всякое множество точек координатной плоскости является графиком какой-либо функции. Например, множество точек окружности не может быть графиком функции, поскольку значению абсциссы на окружности, соответствует два значения ординаты.

В общем случае уравнение с одной переменой х можно записать в виде

f(x)=g(x), где f(x) и g(x) - некоторые функции. Функция f(x) является левой частью, а g(x) - правой частью уравнения. Тогда для решения уравнения необходимо построить в одной системе координат графики функций f(x) и g(x). Абсциссы точек пересечения будут являться решениями данного уравнения.

Заметим, что, так как функция f сопоставляет каждому x из D(f) одно число f(x), то график функции f пересекается любой прямой, параллельной оси ординат, не более, чем в одной точке. И наоборот: всякое непустое множество точек плоскости, имеющее со всякой прямой, параллельной оси ординат, не более одной общей точки, является графиком некоторой функции.

Данный метод может использоваться не только для  уравнений, но и для их систем, а также неравенств. В случае с системами необходимо находить не только абсциссы, но и ординаты (если графики функций f(x) и g(x) пересекаются в точке А (х1, у1), то решением системы будет х=х1, у=у1). При решении неравенств ответом будет совокупность абсцисс, при которых график функции f(x) находится выше или ниже (в зависимости от условия) графика функции g(x). 
Функциональный метод

Не всякое уравнение вида f(x)=g(x) в результате преобразований может быть приведено к уравнению того или иного стандартного вида, для которого подходят обычные методы решения. В таких случаях имеет смысл использовать такие свойства функций f(x) и g(x) как монотонность, ограниченность, четность, периодичность и др. Так, если одна из функций возрастает, а другая убывает на определенном промежутке, то уравнение f(x) = g(x) не может иметь более одного корня. Этот корень, в принципе, можно найти подбором. Далее, если функция f(x) ограничена сверху, а функция g(x) – снизу так, что f(x)мах=А  g(x)мin=A, то уравнение f(x)=g(x) равносильно системе уравнений
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Также при использовании функционального метода рационально использовать некоторые теоремы, приведенные ниже. 
Пусть уравнения общего вида: 

 f(x) = х

(1)
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Теорема 1. Корни уравнения (1) являются корнями уравнения (2).

Теорема 2. Если f(x) – возрастающая функция на интервале a<x<b, то на данном интервале уравнения (1) и (2) равносильны. Если f(x) – убывающая функция на интервале a<x<b, n - нечетное, то на данном интервале уравнения (1) и (2) равносильны.

Из последней теоремы вытекают следствие, также используемое в решениях:

Следствие 1. Если f(x) возрастает  на всей своей области определения, то на данном интервале уравнения (1) и (2) равносильны. Если f(x) убывает на всей своей области определения, n - нечетное, то на данном интервале уравнения (1) и (2) равносильны.

Теорема 3. Если в уравнении f(x)=g(x) при любом допустимом х выполняются условия f(x)≥a, g(x)≤a, где а – некоторое действительное число, то дано уравнение равносильно системе
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Следствие 2. Если в уравнении f(x)+g(x)=a+b при любом допустимом х f(x)≤a, g(x)≤b, то данное уравнение равносильно системе


[image: image56.wmf]î

í

ì

=

=

b

x

g

a

x

f

)

(

)

(


Функциональный метод решения уравнений часто используется в комбинации с графическим, так как оба эти метода основаны на одних свойствах функций. Иногда комбинацию этих методов называют графоаналитическим методом. 

Решите уравнения:
111. х2 + 1 = 
[image: image57.wmf]x

2

;
112.  х6 = 
[image: image58.wmf];
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113. Докажите, что уравнение х4 + х2 + 1 = 0 не имеет действительных корней.
Занятие 7: Метод индукции при решении уравнений. 
Цель занятия: Рассмотреть решение рациональных уравнений методом математической индукции. 
Ход занятия:  
Метод математической индукции
Слово индукция по-русски означает наведение, а индуктивными называют выводы, на основе наблюдений, опытов, т.е. полученные путем заключения от частного к общему.
А) Суть метода математической индукции. 
Во многих разделах арифметики, алгебры, геометрии приходится доказывать истинность предложений А(n), зависящих от натуральной переменной. Доказательство истинности предложения А(n) для всех значений переменной часто удается провести методом математической индукции, который основан на следующем принципе.
Предложение А(n) считается истинным для всех натуральных значений переменной, если выполнены следующие два условия:
1. Предложение А(n) истинно для n=1.
2. Из предположения, что А(n) истинно для n = k (где k - любое натуральное число), следует, что оно истинно и для следующего значения n=k+1.
Этот принцип называется принципом математической индукции. Обычно он выбирается в качестве одной из аксиом, определяющих натуральный ряд чисел, и, следовательно, принимается без доказательства.
Под методом математической индукции понимают следующий способ доказательства. Если требуется доказать истинность предложения А(n) для всех натуральных n, то, во-первых, следует проверить истинность высказывания А(1) и, во-вторых, предположив истинность высказывания А(k), попытаться доказать, что высказывание А(k+1) истинно. Если это удается доказать, причем доказательство остается справедливым для каждого натурального значения k, то в соответствии с принципом математической индукции предложение А(n) признается истинным для всех натуральных значений n.
С помощью метода математической индукции можно доказывать различные утверждения, касающиеся преобразования уравнений и неравенств к более простому виду. 
Например, с помощью математической индукции можно доказать следующие равенства, при условии n(N, а затем использовать их при решении уравнений:
1) 1+2+3+4+…+ n = 
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2) 1+3+5+7+…+(2n – 1) = n2;
3) 12+22+32+…+n2 = 
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4) 13+23+33+…+n3 = 
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5) 1.2+2.3+3.4+…+n(n+1) = 
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)

2

)(

1

(

+

+

n

n

n

;

6) 
[image: image63.wmf].
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Пример: Решить уравнение 1+2+3+4+…+ х = 3, х(N .
Решение. Левая часть равенства представляет собой выражение, которое можно с помощью математической индукции преобразовать к виду 1+2+3+4+…+ х = 
[image: image64.wmf]2
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; При n = 1 равенство примет вид 1 = 
[image: image65.wmf]2
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, 1=1, следовательно, P(1) истинно. Предположим, что данное равенство справедливо, то есть, имеет место 1+2+3+4+…+ х = 
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Следует проверить (доказать), что P(х + 1), то есть 1+2+3+4+…+ х + (х+1) = 
[image: image67.wmf]2
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 истинно. Поскольку (используется предположение индукции) получим 1+2+3+4+…+ х + (х+1) = 
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то есть, P(х + 1) - истинное утверждение. 

Таким образом, согласно методу математической индукции, исходное уравнение для любого натурального х можно преобразовать к виду 
[image: image70.wmf]2
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= 3; 
х2 + х – 6 = 0; х1 = 2; х2 = - 3 – не удовлетворяет условию х(N. 
Ответ:  2.
Решите уравнения:

114. 1+3+5+7+…+(2х – 1) = 9, х(N;

115. 1+3+5+7+…+(2х – 1) = х+2, х(N;

116. 12+22+32+…+х2 = 0, х(N;

117. 13+23+33+…+х3 = 16 х(N,;

118. 1.2+2.3+3.4+…+х(х+1) = 0, х(N;

119. 
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 х(N.
Занятие 8: Решение уравнений с использованием формул 
арифметической и геометрической прогрессий.
Цель занятия:  Рассмотреть решение рациональных уравнений с использованием формул арифметический и геометрической прогрессий. Закрепить материал  на практике.

Ход занятия:  

Арифметическая прогрессия – это числовая последовательность, каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему, сложенному с одним и тем же числом d (d – разность арифметической прогрессии).

Sn = 
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, где n  > 1, n 
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]N

, Sn – сумма первых n членов арифметической прогрессии.
Геометрическая прогрессия – это числовая последовательность, первый член которой отличен от нуля, а каждый член, начиная со второго, равен предыдущему, умноженному на одно и то же число q, q≠0. q – знаменатель геометрической прогрессии.

Sn = 
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[image: image77.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]N

, Sn – сумма первых n членов геометрической прогрессии; S – сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии ((q(<1).

Метод арифметической и геометрической прогрессии заключается в том, что левая часть уравнения представляет собой сумму первых n членов арифметической  или геометрической прогрессий. Применив соответствующие формулы к которым, получаем более простое уравнение.

Пример: Решить уравнение 1+2+3+4+…+ х = 3.
Решение. С помощью формулы для суммы конечного числа членов арифметической прогрессии имеем 
[image: image79.wmf]2
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= 3.
х2 + х – 6 = 0; х1 = 2; х2 = - 3.

Ответ: - 3; 2.
Пример: Решить уравнение 27х3 + 9х2 + 3х + 1 = 0.
Решение. Заметим, что левая часть представляет собой сумму первых четырех членов геометрической прогрессии, в которой первый член равен 1, q=3х.
Значит, 
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х = - 
[image: image83.wmf]3

1

. 
Ответ: -
[image: image84.wmf]3
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Решите уравнения:

120. (х+1) + (х+2)+…+(х+50) = 2007;
121. х4 – х3 + х2 – х + 1 = 0;
122. - 27х3 + 9х2 - 3х + 1 = 0;
123. 
[image: image85.wmf];
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124. 2х + 1 + х2 – х3 + х4 – х5 + … = 
[image: image86.wmf]6
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Занятие 9: Основные методы решения уравнений с модулем.
Цель занятия:    Активизировать внимание учащихся для изучения нового материала. Ввести понятие абсолютной величины, уравнений с модулем. Дать классификацию уравнений с модулем. Общие методы решения уравнений с абсолютными величинами. 

Ход занятия:  
Модулем (абсолютной величиной) числа а называется следующее число (а(=
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Отметим основные свойства модуля: для всех а, b ( R:
	(а( ( 0
	(а( = ( - а(
	(а(2 = a2
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Основные типы уравнений с модулем:
1) f((x() = a 
, a(R 
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2) (f(x)( = a , a(R
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3) f((x() = g(x)
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4) ) (f(x)( = g(x)
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Решают ту или иную совокупность систем в зависимости от того, какая из функций (f(x) или g(x)) имеет более простой вид.
5) h((f(x)() = g(x)

(
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Запомните правило: при решении уравнений, в котором под знаком модуля находится выражение, также содержащее модуль, следует сначала освободиться от внутренних модулей, а затем в полученных уравнениях раскрыть оставшиеся модули.
6)(f1(x)(+ (f2(x)(+…+ (fn(x)( = а, a(R


7) (f1(x)(+ (f2(x)(+…+ (fn(x)( = g(x).
Такие уравнения решаются методом интервалов: находят сначала все точки, в которых хотя бы одна из функций f1(x), f2(x), …, fn(x)  обращается в нуль; эти точки делят область допустимых значений уравнения на промежутки, на каждом из которых каждая из этих функции сохраняет знак; переходят от исходного уравнения к совокупности систем, не содержащих знака модуля.

Рассмотрим решение уравнений каждого из данных типов.

Пример 1: Решите уравнение  (x(-24=0

Решение: 
(x( = 24; 
х = ±24. Ответ: ±24.
Пример 2: Решите уравнение  (2x + 7 ( - 2 = 0.
Решение: 
(2x + 7 ( = 2;

2x + 7 = ± 2;
2x = -  7  ± 2;    x = -  3,5  ± 1;

х1 = - 2,5; х2 = - 4,5. 

Ответ: -2,5; -4,5.

Пример 3: Решите уравнение  (-5x + 18 (  = 0.

Решение: (-5x + 18 (  = 0;
-5x + 18   = 0;
-5х = -18;
х = 3,6.
Ответ: 3,6.

Пример 4: Решите уравнение  (12x - 8 ( + 12 = 0.

Решение: (12x - 8 ( + 12 = 0; 
(12x - 8 ( = -  12; Так как (12x - 8 ((0, то уравнение не имеет решений.

Ответ: решений нет.

Занятие 10.  Основные методы решения уравнений с модулем.
Цель занятия:    Продолжить рассмотрение решений уравнений с модулем на конкретных примерах. Общие методы решения уравнений с абсолютными величинами. 

Ход занятия:  
Пример 5: Решите уравнение  2х
[image: image97.wmf].
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Ответ: ±0,5.
Пример 6: Решите уравнение  (3x2 + 5х – 4( = 2х – 1.

Решение:
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Ответ: 
[image: image105.wmf].
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Пример 7: Решите уравнение  (2x – 4( = 2х2 +х – 1.

Решение:
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х=-2,5.
Ответ:-2,5.

Пример 8: Решите уравнение  (x-1)2 + (x-1( - 2 = 0.
Решение: Используя свойство модуля, (а(2 = a2, решить уравнение можно с помощью введения замены переменной у = (x-1(, у(0.

Получим уравнение у2 + у – 2 = 0. у1 = - 2; у2 = 1. – 2 – не удовлетворяет условию у(0. Значит, (x-1( = 1; x-1 = ± 1; х=0; х=2. Ответ 0; 2.
Пример 9:  Решите уравнение  графически: (х( + (х – 1( = 1.
[image: image1.wmf]Î


Решение: 1 –  
(х(  = (х – 1(. Введем функции f(x) = 1 –  
(х(  и g(x) = (х – 1(. Область определения обеих функций D(f(x)) = D(g(x))=R.
Абсциссы общих точек двух графиков функций – решение данного уравнения. 
0 ( х ( 1.

Ответ: [0;1].
Пример 10: Решите уравнение  (3х2 - 8( = (х2 - 16х + 6(.
Решение: (3х2 - 8( = (х2 - 16х + 6(;
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Ответ: 
[image: image113.wmf].
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Занятие 11.  Основные методы решения уравнений с модулем.
Цель занятия:    Продолжить рассмотрение решений уравнений с модулем на конкретных упражнениях. Общие методы решения уравнений с абсолютными величинами. 

Ход занятия:  
Пример 11: Решите уравнение  
(х( = 
(3 - 2х( - х – 1.

Решение: Выражение х обращается в нуль при х=0, а выражение 3 – 2х – при х=1,5. Точки 0 и 1,5 разбивают числовую ось на промежутки (-(;0), [0;1,5] и (1,5; (). 
При х
[image: image114.wmf](
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 имеем х<0, 3-2x>0. Поэтому на данном промежутке  
(х( = - х, 
(3 – 2х( = 3 – 2х и уравнение принимает вид – х = 3 – 2х – х – 1. 
х = 1, однако,  1
[image: image115.wmf](
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, а значит, на этом промежутке уравнение корней не имеет.

При х
[image: image116.wmf][
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 имеем х ( 0, 3 – 2x ( 0, поэтому 
(х( =  х, 
(3 – 2х( = 3 – 2х  и уравнение принимает вид х = 3 – 2х – х – 1. Решением которого является х = 0,5. Так как 0,5
[image: image117.wmf][
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 , то 0,5 – корень данного уравнения.
При х((1,5; () имеем х > 0, 3 – 2x < 0, а поэтому 
(х( =  х, 
(3 – 2х( =  - (3 – 2х)  и уравнение принимает вид х = - (3 – 2х)  - х – 1, то есть 0х = - 4. Значит, на заданном промежутке данное уравнение корней не имеет.
Ответ: 0,5.

Пример 12. Решите уравнение 
(8 – 5х( = 
(3 + х( + 
(5 – 6х(.
Решение: Выражения 8 – 5х,  3 + х,  5 – 6х  - обращаются в  нуль соответственно в точках 1,6 ; - 3; 
[image: image118.wmf]6
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. Эти точки разбивают числовую ось на 4 промежутка. При этом устанавливаем, что на промежутках (- (; - 3), (
[image: image119.wmf]5
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 уравнение корней не имеет. А на промежутке [- 3; 
[image: image121.wmf]6
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] оно обращается в тождество  8 – 5х = 3 + х + 5 – 6х; 0х = 0.
Ответ: [- 3; 
[image: image122.wmf]6
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Пример 13. Решите уравнение (2х – 3 – (х + 2(( = 8х + 12.
Решение: Выражение х + 2 обращается в нуль при х = - 2. Если х < - 2 , то х+2<0, и потому (х + 2( = - (х+2). Значит, на промежутке (-(;-2) заданное уравнение  принимает вид  (2х – 3 +(х + 2) ( = 8х + 12, то есть  ( 3х – 1( = 8х+12 Но при х < - 2 имеем 3х – 1 < 0, и поэтому ( 3х – 1( =- (3х – 1). Получаем уравнение - (3х – 1) = 8х + 12, имеющее корень х = -1. Так как это число не принадлежит  промежутку (-(;-2), то заданное уравнение не имеет на этом промежутке корней.
Пусть теперь х ( -2. тогда (х + 2( = х+2, и мы получаем уравнение (2х – 3 - (х + 2) ( = 8х + 12, то есть (х – 5( = 8х + 12. Здесь надо рассмотреть два случая х<5  и х ( 5. В первом случае (х – 5( =-(х – 5), и поэтому получаем уравнение  

- (х – 5) = 8х + 12. Его корень  - 
[image: image123.wmf]9
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. Так как - 
[image: image124.wmf]9
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([-2; 5), то - 
[image: image125.wmf]9
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  является корнем данного уравнения. Если же х ( 5, то (х – 5( =х – 5 и уравнение примет вид х – 5 = 8х + 12. Корнем полученного уравнения является число - 
[image: image126.wmf]7
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. Поскольку оно не принадлежит промежутку [5;(), оно не является корнем заданного уравнения. 
Ответ: - 
[image: image127.wmf]9
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Пример 14. Решите уравнение ((х5 - 
[image: image128.wmf]3
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Решение: Все корни данного уравнения  содержатся среди корней двух уравнений:
(х5 - 
[image: image130.wmf]3
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 + 104, которые можно представить в виде:
(х5 - 
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Каждое из этих уравнений, в свою очередь распадаются на два. Таким образом, мы приходим к четырем уравнениям:


[image: image138.wmf]3
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 = 2, 

х5 = 2,

х5 = 102, 


[image: image139.wmf]3
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Среди корней этих уравнений содержатся корни исходного уравнения.

Имеем: х1 = 3, 

х2 = 
[image: image140.wmf]5
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х4 =
[image: image142.wmf]3
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Проверка: : х1 = 3,
((35 - 
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141 = 141 – верно, 3 – корень уравнения.



х2 = 
[image: image147.wmf]5
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так как 2 + 
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то 
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так как 102 + 
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то 
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- не корень уравнения.

х4 =
[image: image157.wmf]3
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так как -
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Ответ: 3.

Занятие 12.  Уравнения вида f (x)= а,    f( x)= а,   где  а
[image: image166.wmf]Î

R; 
f (x)= g (x)   и   f (x)= g (x).
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:  
Решите уравнения:
125. (5 – 8х( = 27;
126. (15х - 8( + 45 = 0;
127. (5 – 3х( = 2х + 1;
128. (2х – 3( = 3 – 2х;
129. (5 – 6х( + 5 – 6х = 0;
130. (5х + 8х2( = 12;
131. (х + 2х2 – 1( = 0;
132. 8
[image: image167.wmf]x

x
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 + 7х  = 0;
133. ( х5(х2 – 7х + 6( = 0;
134. 3 + 2х2 – 5(х(( = 0;
135. (2 – 3х( = (5 – 2х(;
136. (х – 6( = (х2 – 5х + 9(;
137. (3х2 + 8( = (х2 – 16х + 6(;

138. (4х2 – 29х + 51( = (2х2 – 19х + 39(;

139. ((х – 3( + 2( = 3х – 5;

140. х2 = (1 – х2(.

Занятие 13.  Метод замены переменных при решении уравнений, 
содержащих знак абсолютной величины.
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:  
Решите уравнения, используя метод замены переменной:

141. 5х2 + 3(х( – 2 = 0;
142. х2 – 6(х( + 9 = 0;
143. 2 (х + 7)2 – (х+7( - 1 = 0;
144. 4(х – 3)2 – 3(х – 3( - 1 = 0;
145. 
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146. 2(х( -  
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148. (х - 
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149. 
[image: image175.wmf]1

2

-

+

x

x

( - (
[image: image176.wmf]2

1

+

-

x

x

( = 0;
150.х2 – 2х + (х – 1( = 1.

Занятие 14.  Метод интервалов при решении уравнений, 
содержащих знак абсолютной величины. 
Уравнения вида |f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)|=a, где а
[image: image177.wmf]Î

 R,  

|f1(x)| ± |f2(x)| ±…± |fn(x)| = g (x).
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:  
Решите уравнения, используя метод интервалов:
151. (х( - (х – 2( = 2;
152. (х – 3( + 2(х + 1( = 4;
153. (х + 1( + (2 – х( - (х + 3( = 4;
154. (2х – 4( = 2
(х + 3(  + 6; 
155. 
(х( - (х – 2( = 2;
156. (3х – 8( - (3х – 2( = 6;
157. (5х - 13( - (6 – 5х( =7;
158. (3х + 2( = (х – 1( + 2х – 5;
159. (16 – 9х( - (9х – 5( = 11;
160. (7х – 12( - (7х – 1( = 1;

161. 9 – 2х( = (3 – 3х( + (6 + х(;

Занятие 15.  Способ последовательного раскрытия модуля  при решении уравнений, содержащих «модуль в модуле».
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:
Решите уравнения, используя способ последовательного раскрытия модуля:

162. ((х + 4( + 12( = 15;
163. ((х – 3( + 2( = 3х – 5;
164. (х - (4 - х(( = 2х + 4;
165. ((2х – 5( + (х( - 1( = 8;
166. ((х + 2( - (х( + 4( = 5;
167. 
[image: image178.wmf];
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168. 
[image: image179.wmf].
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Занятие 16.  Графическое решение уравнений, содержащих знак абсолютной величины.
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:
Решите графически уравнения:
169. (х( = х + 1;
170. (3х – 1( = 3 – х;
171. (х( + (х – 1( = 1;
172. (х( + (х + 1( = 1;

173. (7 – х( = (9 + х(;
174. (2х( = 2(х( + 1;
175. (2х – 4( = 2(х + 3( + 6;
176. (х2 + 9х( = 14.
Занятие 17.  Использование свойств абсолютной величины при решении уравнений.
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:
Решите уравнения, используя свойства модуля:

177. х2(7х2 + 6х – 1( = 0;
178. х9 (х2 – 9х – 10( = 0
179. 
[image: image180.wmf];
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180. 
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181. ((5 – х)(2 – х)( = -0,2;
182. ((х2 – 1)(4 – х2)( = 0;

183. 2(5 – 2х  - 3х2)2 - (3х2 + 2х - 5( - 1 = 0;
184. (2–х)2 +(4–х)2 +2((2 – х)(4 – х)( = 16;
Занятие 18.  Уравнения с параметрами, содержащие знак абсолютной величины.
Цель занятия:    Закрепить изученный материал на практике.
Ход занятия:
Решите уравнения: 
185. х(х – 4( + а = 0;

186. Найдите все значения параметра а, при которых число х = 2 является корнем уравнения (х + 2а(.х + 1 – а = 0.
187. Найдите все значения а, при которых число х = 1 не является корнем уравнения (2х + а(. (х2 + 1) + 3 – 2а = 0.
188. Для каждого значения а найдите число корней уравнения (х – 1( = ах + 2.
189. Для каждого значения а, найдите число корней уравнения (х + 1( = 3 – ах.

190. Для каждого значения а, найдите число корней уравнения (х – 2(=1+а–3х.

191. Для каждого значения а, найдите число корней уравнения (х + 2(+1=а–3х.

192. Найдите целые значения k, при которых уравнение (k–12)x2+2(k–12(x+2= 0 не имеет действительных корней.
193. Найдите значения k, при которых уравнение (k – 1)x2 + (k + 4(x + k + 7 =0 имеет равные корни.
Занятие 19.  Защита решенных олимпиадных заданий.
Цель занятия:  повышение мотивации учащихся к изучению    математики, создать условия для формирования у учащихся представлений об нетрадиционных методах решения  уравнений.
Ход занятия:
Использование геометрической интерпретации модуля для решения уравнений и неравенств.  {1 Ученик у доски, можно с привлечением презентации Power Point}
Геометрический смысл модуля разности величин – это расстояние между величинами. 
Например, геометрический смысл выражения |x − a| –– длина отрезка координатной оси, соединяющего точки с абсциссами х и а. Перевод алгебраической задачи на геометрический язык часто позволяет избежать громоздких выкладок.

Примеры решения задач:

1. |x − 1| + |x − 2| = 1. Будем рассуждать следующим образом: исходя из геометрической интерпретации модуля, левая часть уравнения представляет собой сумму расстояний от некоторой точки с абсциссой х до двух фиксированных точек с абсциссами 1 и 2. Тогда очевидно, что все точки с абсциссами из отрезка [1; 2] обладают требуемым свойством, а точки, расположенные вне этого отрезка – нет. 
Отсюда ответ: множество решений уравнения есть отрезок [1; 2] .

2. |x − 1| − |x − 2| = 1. Рассуждая аналогично, получим, что разность расстояний до точек с абсциссами 1 и 2 равна единице только для точек, расположенных на координатной оси правее числа 2. 
Ответ:  [2; + ∞) .

Графики простейших функций, содержащих знак абсолютной величины. {2 Ученик у доски, можно с привлечением презентации Power Point}
Под простейшими функциями будем понимать алгебраическую сумму модулей линейных выражений. Сформулируем утверждение, позволяющее строить графики таких функций, не раскрывая модули (что особенно важно, когда модулей достаточно много):

Алгебраическая сумма модулей n линейных выражений представляет собой кусочно-линейную функцию, график которой состоит из n + 1 прямолинейного участка. Тогда график может быть построен по n + 2 точкам, n из которых представляют собой корни внутри модульных выражений, еще одна –– произвольная точка, с абсциссой, меньшей меньшего из этих корней, и последняя –– с абсциссой, большей большего из корней.

Примеры построения графиков:

1. f(x)= |x−1| . Вычисляя значение функции в точках 1, 0 и 2, получаем график, состоящий из двух лучей или график f(x)= |x−1| получаем с помощью движения графика функции у = |x| вдоль оси абсцисс на единицу вправо.
2. f(x) =|x−1|+|x− 2 |. Вычисляя значение функции в точках с абсциссами 0; 1; 1,5; 2; 3 получаем график, состоящий из трех отрезков.

3. f(x) =|x−1|+|x− 2 |+|x−3 | . Для построения графика «по отрезкам», вычислим значения функции в точках 1, 2, 3, 0, 4.
4. f(x) =|x − 1| + |x − 2 |+ |x − 3 | + |x − 4 | и тд. 

 Примечание: анализируя вид графиков 1, 2 ,3 и 4, можно предположить, а затем и доказать (например, по индукции относительно числа слагаемых абсолютных величин), что график суммы модулей последовательных линейных выражений имеет либо острый угол, если число складываемых модулей нечетно, либо участок, параллельный оси абсцисс, если количество складываемых модулей четно. Используем это утверждение для решения задачи, предлагавшейся на одной из региональных олимпиад СПбГУ.
{3 Ученик у доски, можно с привлечением презентации Power Point}

Задача: в зависимости от значений параметра а, найдите количество решений уравнения (х – 1( + (х – 2( + … + (х – 2000( = а.
Решение: Решим задачу графически. Пусть f (x) = (х – 1( + (х – 2( + … + (х – 2000(.  Определим количество точек пересечения графика функции f(x) и прямых у = а, в зависимости от а. Исходя их утверждения, сформулированного 2 учеником, поскольку число складываемых модулей четно, то график функции f(x) будет иметь участок, параллельный оси абсцисс, на промежутке [1000;1001]. При этом значение функции для всех точек из этого отрезка будут равны между собой и равны, например, f(1000) = 999 + 998 + … + 1 + 0 + 1 +… + 999 + 1000. 
Поскольку указанная сумма представляет собой удвоенную сумму членов арифметической прогрессии с первым членом равным 1 и последним членом, равным 999, сложенную с 1000, она равна f(1000) = 2
[image: image182.wmf]999

2

)

999

1

(

×

+

×
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Тогда не трудно сделать вывод: при а < 106 , уравнение не будет иметь решений; при а = 106 , уравнение имеет бесконечное множество решений; при а >  106 , уравнение имеет два решения.
{4 Ученик у доски, можно с привлечением презентации Power Point}

Дана функция f(x) = 
[image: image183.wmf].
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а) Решите уравнение f(x) = − x − 2;

б) Найдите количество решений уравнения f(x) = a в зависимости от а.

Решение: построим график функции f(x) = 
[image: image184.wmf].
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Для этого заметим, что 4 | x | − x2 = 4|x| − |x|2, а тогда мы можем сначала построить график функции y = 
[image: image185.wmf]2
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, и затем отразить его относительно оси ординат. Преобразуем выражение, задающее функцию у:
y = 
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Поскольку данная система определяет верхнюю полуокружность радиуса 2 с центром в точке (2;0), то график исходной функции представляет собой объединение полуокружностей, указанных на рисунке.
Теперь решение задач не представляет труда:

б) при а < 0 или а > 2 решений нет; при а = 0 уравнение f(x) = а имеет три решения; при 0 < a < 2 – четыре решения; при а = 2 – два решения.
а) Корень уравнения есть абсцисса точки пересечения прямой у = − x − 2 с графиком функции f(x) = 
[image: image188.wmf].
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 Найдем ее геометрически: заштрихованный на рисунке прямоугольный треугольник является равнобедренным ( угловой коэффициент прямой равен -1), его гипотенуза – есть радиус окружности, ее длина 2. Тогда длина катета, лежащего на оси абсцисс равна 
[image: image189.wmf]2

, а искомая абсцисса равна   – 2 – 
[image: image190.wmf]2

.
Ответ: – 2 – 
[image: image191.wmf]2

.
Занятие 20.  Иррациональные уравнения. 
    Основные методы решения.
Цель занятия:  повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Ввести понятие иррационального уравнения. Дать классификацию общих методов решения иррациональных уравнений. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:
Уравнения, в которых переменная содержится под знаком корня или возводится в дробную степень, называют иррациональными.

Рассмотрим уравнение вида  
[image: image192.wmf])
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Основной метод решения – возведение обеих частей уравнения в степень n. 
Но прежде остановимся на области допустимых значений иррационального уравнения, под которой будем понимать множество таких значений переменной, для которых определена каждая функция, входящая в уравнение.

Например, для уравнения 
[image: image193.wmf]5
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 областью допустимых значений служит множество решений системы неравенств
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 то есть область допустимых значений данного уравнения есть пустое множество. Значит, уравнение решений не имеет.

Ответ: решений нет.

Рассмотрим, еще один пример 
[image: image195.wmf]0
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. Областью допустимых значений данного уравнения служит множество решений системы неравенств 
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 то есть область допустимых значений данного уравнения есть одноэлементное множество {2}. Непосредственная подстановка числа 2 в уравнение показывает, что 2 – его корень.
Как уже говорили, основной метод решения – возведение обеих частей уравнения в степень n. 
При этом, если n – четное, то могут возникнуть посторонние корни. Поэтому в уравнениях необходимо делать проверку. 

а) если n = 2k + 1, то уравнение 
[image: image197.wmf]1

2

)

(

+

k

x

g

= h(x) равносильно на множестве действительных чисел уравнению g(x) = (h(x))2k+1.
b) если n = 2k, то уравнение 
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= h(x) равносильно на множестве действительных чисел системе 
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Если уравнение содержит два и больше корней, то один из корней «уединяется», то есть уравнение приводится к виду 
[image: image200.wmf])
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. После чего обе части уравнения  возводятся  в степень n.
Рассмотрим уравнение вида 
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Основной метод решения – возведение обеих частей уравнения в степень (nk). 


[image: image202.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

n

k

=




[image: image203.wmf]Û

  


[image: image204.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

³

=

.

0

)

(

,

0

)

(

,

))

(

(

))

(

(

x

g

x

f

x

g

x

f

k

n


Пример 1. Решить уравнения:

а) 
[image: image205.wmf];
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б) 
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в) 
[image: image207.wmf];
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г)
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Решение:

а)   
[image: image209.wmf];
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х = 2.
Ответ: 2.

б) 
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[image: image216.wmf];
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[image: image217.wmf];
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[image: image218.wmf];
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9 – 12x + 4x2 = 6x2 – 7x + 2;
2x2 + 5x – 7 = 0;
x1 = - 3,5; 
x2 = 1.
Проверка.

x1 = - 3,5; 
[image: image219.wmf]2
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 –  это выражение не существует, т.е.

x1 = - 3,5; 
– посторонний корень,

x2 = 1 
[image: image220.wmf]0

2

3

1

2

3

1

=

-

-

-

-

+

 – верно  х = 1  – корень уравнения.

Ответ: 1.

При решении иррациональных уравнений часто используется метод введения ной переменной.

в) 
[image: image221.wmf];
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Введем вспомогательную переменную t = 
[image: image222.wmf];
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 x2 = t2  – 13, 
t2 – 13 - 2t = 22; 

 t2 - 2t – 35 = 0,

t1 = 7; 
t2 = - 5.
Сделаем обратную замену:


[image: image223.wmf];
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 х2 = 36 
х = ±6,


[image: image224.wmf];
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 – не имеет решений.
Проверка: х = 6;

36 – 2.7 = 22,
22 = 22 – верно, значит х = 6 - корень уравнения.


х = - 6; 
36 – 14 = 22,
22 = 22
– верно, значит х = 6 - корень уравнения.


Ответ: ± 6.

г) 
[image: image225.wmf].
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Сделаем замену переменной. Положим t = 
[image: image226.wmf],
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 t ( 0. Тогда уравнение примет вид: 
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-1 не удовлетворяет условию t > 0.

Значит, 
[image: image231.wmf];
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х = 2,5.

Ответ: 2,5.
Решая иррациональные уравнения, следует быть внимательными как при прямых, так и образных заменах выражений 
[image: image235.wmf])
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 соответственно. Область допустимых значений последних выражений может быть шире ОДЗ первых. Неаккуратная замена выражений одной группы на соответствующие выражения из другой может привести как к появлению посторонних корней, так и к их потере. Например, ОДЗ уравнения 
[image: image241.wmf])
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 есть множество 
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 На этом множестве выражения 
[image: image243.wmf]2
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равны, а потому на этом множестве исходное уравнение имеет единственных корень 4. Формальный же переход привел к появлению постороннего корня – 7.
Ответ: 4.
Замена переменной используется в иррациональном уравнение довольно часто. Она, как правило, позволяет свести данное иррациональное уравнение к рациональному, или, по крайней мере, упростить его.

Пример 2: Решите уравнение 2х2 + 3х – 3 + 
[image: image245.wmf].
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Решение. 2х2 + 3х – 3 + 
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 пусть у = 
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, у ( 0. Тогда  2х2 + 3х = у2 – 9 и уравнение примет вид: у2 – 9 – 3 + у = 30.
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у = 6.

Возвращаясь к переменной х, получим: 
[image: image250.wmf]9
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= 6  (  2х2+3х+9 =36 (
2х2 + 3х - 27 = 0. Корни уравнения 3; - 4,5.

Ответ: 3; -4,5.

Занятие 21.  Основные методы решения иррациональных уравнений.

Цель занятия:  повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Продолжить рассмотрение общих методов решения иррациональных уравнений. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:
При решении иррациональных уравнений можно использовать графический и функциональный методы решения.
Пример 3. Решите графически уравнение:

а) 
[image: image251.wmf]).

1

(

3

4

+

=

+

x

x


Введем функции f(x) =  
[image: image252.wmf].
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 g(x) = 
[image: image253.wmf]).
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 Построив графики функций в одной системе координат, замечаем, что абсцисса точки пересечения графиков функций приблизительно равна – 0,4. Однако,  это значение не точно.
Графический метод решения уравнений не всегда позволяет определить корни уравнения точно. В этом заключается недостаток этого метода.
[image: image254.png]




Ответ:  ( -0,4.
б) Определить число корней иррационального уравнения 
[image: image255.wmf].
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Введем функции f(x) =  
[image: image256.wmf]x
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 g(x) = 13 – х. Построив графики функций в одной системе координат, замечаем, что  точек пересечения графиков функций две. Значит, уравнение имеет два решения.
Ответ: 2 корня.
Иногда встречаются уравнения, корень которого «легко увидеть». Порой он бывает единственный. Отыскав его, остается доказать, что других корней уравнения не имеет
в) Решите уравнение 
[image: image257.wmf]x

  = 6 – х,

х + 
[image: image258.wmf]x

   = 6,    

Введем функцию f(x) = 
[image: image259.wmf]x

 + х  , D (f) = [0; 
[image: image260.wmf]¥

).

Функция f(x)  - это сумма двух монотонно возрастающих функций на D (f), значит, функция f(x) = 
[image: image261.wmf]x

 + х  возрастает на области определения D (f) 
[image: image262.wmf]Þ

 по теореме о корне уравнение f(x) = 6 имеет не более одного корня на D (f), заметим, что  это х = 4. 
Выполним проверку. 
[image: image263.wmf]4

 + 4 = 6

                    


      6 = 6 верно, значит 4 – единственный корень.
Ответ: 4.

Пусть задано уравнение f(x) = g(x), где f(x) и g(x) – некоторые функции, х(D(f)(D(g). Тогда если для всех х(D(f)(D(g) одновременно выполняются неравенства f(x) ( А и  g(x) ( А, то уравнение f(x) = g(x) равносильно на D(f)(D(g) системе уравнений 
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Если f(x) ( А и  g(x) < А или f(x) > А и  g(x) ( А то уравнение f(x) = g(x) корней не имеет.

Пример 4: Решите уравнение 2х - 2
[image: image265.wmf].
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Решение. 2х - 2
[image: image266.wmf].
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 При условии, что х ( -1,5, верны преобразования:

2х + 3 – 2
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, так как 
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корней нет.

Ответ: корней нет.

При решении некоторых уравнений иногда бывает полезно воспользоваться известными классическими неравенствами, в частности, наиболее простым из них является неравенство Коши: для любых положительных чисел a и b справедливо неравенство: 
[image: image274.wmf]2
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,  где знак неравенства достигается тогда и только тогда, когда a = b. Указанное выше неравенство можно распространить на случай любого числа слагаемых (сомножителей). Например, для любых положительных чисел a, b, c и d справедливо неравенство: 
[image: image275.wmf]4
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, где знак неравенства достигается тогда и только тогда, когда a = b = c = d.
Пример 5: Решите уравнение 
[image: image276.wmf].
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Решение. Обозначим f(x) = 
[image: image277.wmf]4
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. Применяя к каждому слагаемому неравенство Коши, получим: 
f(x) (
[image: image279.wmf]4
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=3. 
Знак равенства в неравенстве достигается тогда и только тогда, когда 
1 + х = 1 – х 

(
х  = 0.
Ответ: 0.

Метод исключения радикалов в иррациональном уравнении с помощью умножения обеих частей уравнения на сопряженный множитель.

Пример 6: Решить уравнение

[image: image280.wmf],
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1 + 2x – x2 
[image: image281.wmf]0
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2 – 2x – x2 
[image: image282.wmf]0
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1 +2x –x2 – 2 + 2x + x2 = 2(
[image: image283.wmf])
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решение  1 неравенства: x
[image: image284.wmf][
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решение 2 неравенства: x 
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общее решение двух неравенств: x 
[image: image286.wmf][
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 упростив уравнение, сложим его с исходным уравнением, получаем 
[image: image287.wmf]2
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 ,

16(1 + 2x – x2) = 16x2 + 24x + 9 ,

32x2 – 8x – 7 = 0,

x1 = 
[image: image289.wmf]8
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Ответ: 
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Занятие 22.  Метод возведения обеих частей уравнения в степень корня. Метод возведения обеих частей уравнения  во вторую степень (один раз или дважды).
Цель занятия:  закрепить изученный материал на практике. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.

Ход занятия:
Решите уравнения:
194. 
[image: image293.wmf];

1

3

1

-

=

+

x

x


195. 
[image: image294.wmf];

1

1

3

x

x

-

=

+


196 
[image: image295.wmf];

1

2

8

+

=

-

x

x


197. 
[image: image296.wmf];

4

6

4

2

+

=

-

-

x

x

x


198. [image: image297.wmf];

3

2

2

4

3

2

-

=

+

-

x

x

x


199. [image: image298.wmf];

2

5

2

+

=

+

x

x


200. 
[image: image299.wmf];

1

5

2

2

-

=

-

x

x


201.
[image: image300.wmf];

1

2

2

2

4

3

2

2

+

-

=

-

-

x

x

x

x


202. 
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203. 
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209. 
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Занятие 23.  Метод введения новой переменной при решении иррациональных уравнений. 
Графический и функциональный методы решения уравнений.
Цель занятия:  закрепить изученный материал на практике. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:
Решите уравнения методом введения новой переменной:
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220. 
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Решите уравнения графическим или функциональным методами:
221. 
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223. 3x + 1 = 
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Занятие 24.  Исключение радикалов в иррациональном 
уравнении домножением на сопряженный множитель.

Цель занятия:  закрепить изученный материал на практике. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:
Решите уравнения методом домножения на сопряженный множитель:
225. 
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226. 
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[image: image329.wmf];

6

6

6

6

6

x

x

x

x

x

=

-

+

+

-

-

+


Занятие 25.  Метод использования монотонности функций. Метод сравнения множеств значений. Применение неравенства Коши.

Цель занятия:  закрепить изученный материал на практике. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:
Решите уравнения 
231. 
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237. (3х – 1)
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238. х2 – х + 2 = 2 
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Занятие 26.  Защита решенных олимпиадных заданий.
 

Искусственные приемы решения иррациональных уравнений.
Цель занятия: повышение мотивации учащихся к изучению    математики, создать условия для формирования у учащихся представлений об нетрадиционных методах решения  уравнений.
Ход занятия:
Пример 1: Решите уравнение 
[image: image340.wmf]12
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Заметим,  что 
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, тогда можно ввести замену, пусть 
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 t , t >0 ,  тогда

t = t2 – 12,

t2 – t  - 12  = 0,

t1 = 4;     t2 = - 3; - 3 –  не удовлетворяет условию t > 0.

Значит, 
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Ответ: 5.

Пример 2. (МФТИ, 2000)
Найти все значения параметра a, при каждом из которых уравнение 

[image: image347.wmf]2
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 имеет единственное неотрицательное решение.

Пусть
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 тогда x = t2 + 8 и исходное уравнение примет вид at2 + t + 5a − 2 = 0. Теперь задача состоит в том, чтобы найти все a, при которых уравнение at2 + t + 5a − 2 = 0 имеет единственное неотрицательное решение. Это имеет место в следующих случаях:

1) a = 0, и тогда t = 2.
2) а≠0, D = 1 – 20a2  + 8a = 0
 (
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одно неотрицательное решение при a = -0,1.
3) а≠0, D>0  ( a ( 
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 имеем единственное неотрицательное решение при  a( 
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Итак, получаем 
[image: image353.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

È

þ

ý

ü

î

í

ì

-

5

2

;

0

10

1

.

Ответ: 
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Пример 3.(МГУ, 1999)
Решите уравнение 
[image: image355.wmf].
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Здесь удобно сначала сделать замену переменных. Пусть t = (x+7(, тогда уравнение
[image: image356.wmf].
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Решим его.
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Ответ: -5, -6, -8, -9.
При решении иррациональных уравнений иногда полезно производить замену переменной тригонометрическими функциями.

Если в уравнение входит радикал 
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, то производят замену 
х = а.sin у или x = a.cos у.

Если в уравнение входит радикал 
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, то производят замену 
х = а. tg у.

Если в уравнение входит радикал 
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, то производят замену 
х = 
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Примеры: Решите уравнение 
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. Ответ: -0,75.
Занятие 27: Тригонометрические уравнения. 
Простейшие уравнения. 
Основные виды тригонометрических уравнений. 
Основные методы их решения.
Цель занятия:    Активизировать внимание учащихся для изучения нового материала. Ввести понятие тригонометрических уравнений. Дать классификацию тригонометрических уравнений. Общие методы решения тригонометрических уравнений. 

Ход занятия:  
Основная идея решения тригонометрических уравнений заключается в их последовательном упрощении и — в итоге — сведении к одному или нескольким простейшим тригонометрическим уравнениям, то есть к уравнениям вида sin x = a, cos x = a,  tg x = a, ctg x = a.
sin x = a.

1. sin x = 0, 
x = (k, k(Z;

2. sin x = 1,
x = 
[image: image370.wmf]k
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3. sin x = - 1,
x = - 
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, k(Z;
4. sin x = a, (a( > 1, 
решений нет;
5. sin x = a, (a( ( 1,
x = (- 1)k arcsin a + (k, k(Z;
cos x = a.

1. cos x = 0,
x = 
[image: image372.wmf]k
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2. 
cos x = 1,
x = 2(k, k(Z;
3. cos x  = - 1,
x = ( +  2(k, k(Z;

4. 
cos x  = a, (a( > 1, 
решений нет;
5. 
cos x  = a, (a( ( 1,
x = ±arccos a + 2(k, k(Z;
tg x = a.

1. tg x = 0,

x = (k, k(Z;
2. tg x = a,

x = arctg a + (k, k(Z;
ctg x = a.

1. ctg x = 0,

x = 
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2. ctg x = a, 

x = arcctg a + (k, k(Z;
Методы решения тригонометрических уравнений. Решение тригонометрического уравнения состоит из двух этапов:  преобразование уравнения для получения его простейшего вида и  решение полученного простейшего тригонометрического уравнения. Существует ряд основных методов решения  тригонометрических уравнений. 
 

1. Метод замены переменной.  Этот метод нам хорошо известен из алгебры 

Пример 1: Решите уравнение: 2соs2 (x + (/6) – 3sin (π/3 – x) + 1 = 0.

Решение: используя формулы приведения, получаем 
2соs2 (x + (/6) – 3cos (x + π/6) + 1 = 0. 
Пусть соs (x + (/6) = у, (у((1, тогда 2у2 – 3у + 1 = 0.
у1 = 1, у2 = 0,5.
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Ответ: -
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2. Метод разложения  на множители. Рассмотрим на примерах.

Пример 2: Решите уравнение: sin x + cos x = 1.

Решение: sin x + cos x – 1 = 0;

sin x  - 2sin2 (x/2) = 0;

2sin x/2 cos x/2 – 2 sin2 x/2 = 0;

2sin x/2 [cos x/2 – sin x/2] = 0;
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Ответ: 2(k, k(Z; 
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Пример 3. Решить уравнение:  cos 2 x + sin x · cos x = 1.
 
    Решение.cos 2 x + sin x · cos x – sin 2 x – cos 2 x = 0 ,
                                             sin x · cos x – sin 2 x = 0,
                                              sin x · ( cos x – sin x ) = 0 ,
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Ответ: (k, k(Z; 
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3.Метод приведения к однородному уравнению. 

Уравнение R(sin x, cos x) = 0 называется однородным степени k, если при замене sin x ( t sin x, cos x( t cos x, имеем R( t sin x, t cos x) = tk R(sin x, cos x). Чтобы решить однородное уравнение, надо разделить обе его части на наибольшую степень sin x или  cos x, а затем решить полученное алгебраическое уравнение относительно tg х.  

Пример 3.  Решить уравнение:  3sin 2 x + 4 sin x · cos x + 5 cos 2 x = 2.

 

Решение: 3sin 2 x + 4 sin x · cos x + 5 cos 2 x = 2sin 2 x + 2cos 2 x ,

 

                             sin 2 x + 4 sin x · cos x + 3 cos 2 x = 0,

 

                             tg 2 x + 4 tg x + 3 = 0,  отсюда  y 2 + 4y +3 = 0 , где у = tg x.
 
                             корни последнего уравнения:  - 1, -  3,  отсюда
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Ответ: -
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    Пример 4:  Решить уравнение:  3 sin x – 5 cos x = 7. 

    Решение:  6 sin ( x / 2 ) · cos ( x / 2 ) – 5 cos ² ( x / 2 ) + 5 sin ² ( x / 2 ) = 

                                                                         = 7 sin ² ( x / 2 ) + 7 cos ² ( x / 2 ) ,

     После приведения подобных слагаемых получается однородное уравнение второй степени.    
  4. Метод введение вспомогательного угла. Рассмотрим уравнение вида:

                                            a sin x + b cos x = c ,

     где  a, b, c – коэффициенты;  x – неизвестное. 
Разделим обе части этого уравнения на 
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     Теперь коэффициенты в левой части уравнения обладают свойствами синуса и косинуса некоторого угла, а именно: модуль (абсолютное значение) каждого из них не больше 1, а сумма их квадратов равна 1. Тогда можно обозначить их соответственно как cos[image: image390.png]


и sin [image: image391.png]


 (здесь [image: image392.png]


- так называемый вспомогательный угол), и наше уравнение принимает вид: 
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+

sin (x + [image: image394.png]


) = c.
Пример 5:  Решите уравнение 
[image: image395.wmf]3

sin 3x – cos 3x = 1.

Решение: 
[image: image396.wmf]3

= а,  - 1 = b, поэтому делим обе части уравнения на 
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отсюда, х = (-1)k
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Ответ:  (-1)k
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5. Метод универсальной тригонометрической подстановки. 
Подстановка tg 
[image: image403.wmf],
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называемая универсальной, может быть использована в уравнениях вида R(sin x, cos x) = 0, где R(sin x, cos x) – рациональное выражение относительно sin x, cos x. Поскольку использование универсальной подстановки возможно лишь при х ≠ π + 2πn, n(Z, то нужно проверять, не являются ли числа вида х = π + 2πn, n(Z, решениями заданного уравнения.
Рассмотрим этот метод на примере.
Пример 7:  Решить уравнение:  3 sin x – соs x = 3.
Решение: Здесь возможны два случая: 

1) х ≠ (2m + 1)π, тогда 
[image: image404.wmf],
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делаем замену: 
[image: image407.wmf]y
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, тогда у2 + 6у – 7 = 0.

у1 = - 7; у2 = 1.
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2) х = (2m + 1)π, тогда 3sin [(2m + 1)(] – 4cos [(2m + 1)π]  = 4 ≠ 3, уравнение решений не имеет.
Ответ: 
[image: image410.wmf].
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Занятие 28: Решение тригонометрических уравнений методом разложения на множители. 
Тригонометрические уравнения, приводимые к квадратным. 
Тригонометрические уравнения, приводимые к однородным.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:  
Решите уравнения, используя метод разложения на множители:
241. 2sin 
[image: image411.wmf]×

2

x

cos 3x = cos 3x;
242. 2cos 
[image: image412.wmf]×

2

x

sin 3x = sin 3x;

243. 2 – 2sin2 2x – cos 2x = 0 на промежутке [0;1,5π];

244. 3sin 4x = 4sin3 2x;

245. sin x + sin 2x = cos x + 2cos2 x;

246. (1 + cos 4x) . sin 2x = cos2 2x;

247. sin2 x(tg x + 1) = 3sin x(cos x – sin x) + 3.
Решите уравнения, приводимые к квадратным:
248. 
[image: image413.wmf];
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249. 2cos2 
[image: image414.wmf]2

x

+ cos 
[image: image415.wmf]2

x

 = 1;

250. sin4 x – cos4 x = 
[image: image416.wmf];

2
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251. 3(1 – sin x) = 1 + cos 2x;

252. cos 4x + 2cos2 x = 1;
253. 2sin2x + (2
[image: image417.wmf])

1

3

+

cos x – (2 + 
[image: image418.wmf]3

) = 0.

Решите уравнения, приводимые к однородным:

254. cos2 x – 2sin 2x -5sin2 x = 0;
255. sin2 x +4cos2 x + 2sin 2x = 0;

256. 6sin2 x + sin x . cos x – cos2 x = 2;

257. sin2 x + sin 2x = 3cos2 x;

258. 2(sin 2x + cos 2x) = tg x + ctg x;
259. 
[image: image419.wmf].
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Занятие 29: Решение тригонометрических уравнений с 
использованием различных тригонометрических формул.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:  
Решите уравнения, используя различные тригонометрические формулы:
260. 1 – cos2 2x = sin 3x – cos (
[image: image420.wmf]x

+

2

p

);

261. cos4 x – sin4 x = cos 4x;

262. sin x – cos x = 4sin x . cos2 x;

263. sin 2x + cos 2x = 2tg x + 1;

264. cos
[image: image421.wmf]2

x

. cos 
[image: image422.wmf]2

3

x

- sin x . sin 3x – sin 2x . sin 3x = 0;

265. 1 – sin 3x = (sin 
[image: image423.wmf]2

x

 + cos
[image: image424.wmf]2

x

)2;

266. 1 + (sin x – cos x) . sin 
[image: image425.wmf]4

p

 = 2cos2 
[image: image426.wmf].
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Занятие 30: Графический и функциональный методы решения уравнений. Универсальная тригонометрическая подстановка.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:  
Решите уравнения графически:
267. cos x = (x( + 1;

268. sin x = (x( + 1;
269. cos x = 2(x( - 1;
270. sin x = 2(x( - 1;
271. (cos x( = x2 + 1;
272. (sin x( = x2 + 1;

При решении следующих уравнений  воспользуйтесь методом введения вспомогательного аргумента или универсальной тригонометрической подстановкой:

273. cos x – sin x = 1;
274. cos 6x  - 
[image: image427.wmf]3

sin 6x = - 1;
275. 3sin x – 4cos x = 5;
276. sin (
[image: image428.wmf]x
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) + 2cos(
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)=-1;
277. 5sin x – 12 cos x + 13sin 3x = 0.
Занятие 31: Тригонометрические уравнения с параметрами. 
Тригонометрические уравнения, содержащие знак абсолютной величины.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.
Ход занятия:  
Решите уравнения:
278. (sin x( = sin x + 2cos x;
279. (cos x( = cos x – 2 sin x;
280. 2sin2 x = (sin x(;
281. 3tg x = 
[image: image430.wmf]3

(sin x(;
282. (cos x( (2x – 4) = (x – 2(;

283. Найдите все значения р, при которых имеет решение уравнение 
[image: image431.wmf].
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284. Найдите все значения а, для которых уравнение cos 2x + a sin x = 2a – 7  имеет решение.
Занятие 32: Выбор корней тригонометрических уравнений.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме.

Ход занятия:  

Тригонометрические уравнения, содержащие различные тригонометрические функции, часто приходится заменять системой тригонометрических уравнений, равносильной данному уравнению, что приводит к необходимости отбора корней. При этом приходится решать линейные неопределенные уравнения первой степени с двумя неизвестными.
Линейным неопределенным уравнением первой степени с двумя неизвестными называется уравнение вида ах + bx = c, где a, b, c – произвольные целочисленные параметры.

Для нахождения целочисленных решений данного уравнения, прежде всего, надо найти НОД(a; b) и проверить, делится ли на него число с. Если оно не делится, то подобное уравнение не имеет целочисленных решений.

Если же с делится на НОД(a; b), то сократив на него обе части уравнения, получим новое уравнение, со взаимно простыми коэффициентами в левой части. Оказывается, что любое такое уравнение всегда имеет бесконечно много целочисленных решений. Необходимость решения целочисленных неопределенных уравнений постоянно возникает при решении тригонометрических уравнений и систем.

Пример 1: Решите уравнение sin 3x – 2cos 2x = 3. 

Решение: в силу ограниченности тригонометрических функций, стоящих в левой части уравнения sin 3x – 2cos 2x = 3 
(
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так как ( sin 3x ((1, ( cos 2x ((1, решением уравнения будут служить решения данной тригонометрической системы:
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Рассмотрим, имеют ли полученные решения каждого уравнения системы общие решения, то есть существуют ли целые значения k и  n, при которых выполняется условие 
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1 + 4k = 3 + 6n;

4k – 6n = 2.

Так как НОД(4;6) = 2, то данное неопределенное уравнение будет иметь решения. Сократив на 2, получим: 2k = 3n + 1;
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. Для того, чтобы k было бы целым, n должно быть нечетным, то есть уравнение имеет решение, если n = 2m – 1, и в этом случае 
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Ответ: 
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Решите уравнения:

285. 
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288. 
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290. sin 2x – sin 6x + 2 = 0.
Занятие 33: Вопросы практического применения теории решения уравнения в различных областях наук.
Цель занятия:    повысить мотивацию учащихся к изучению    математики. Совершенствовать, развивать и углублять ЗУН по данной теме. Выявить степень усвоения учащимися изученного материала. Нацелить на дальнейшее самостоятельное изучение вопросов данного элективного курса.

Ход занятия:  
Темы творческих работ:
1. Применение решений уравнений в механике.
2. Применение решений уравнений в химии, медицине.

3. Применение решений уравнений в геологии, географии.

4. Применение решений уравнений в астрономии.

5. Применение решений уравнений в информатике.

6. Проект памятки правил и алгоритмов решений уравнений разными методами.

7. Изготовление игры «Математическое лото» по теме «Решение уравнений».

8. Проект опорных сигналов по способам решения уравнений с модулем.

Занятие 34: Итоговое занятие.
Цель занятия:   выявить степень усвоения учащимися изученного материала 
Ход занятия:  
Тестирование ЕГЭ по вопросам решения уравнений с использованием Интернет технологий (http://uztest.ru/simulator)
Ответы:

1. при m = 0 корней нет, при m ≠ 0 х = 1/m.
2. при а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = 0.

3. при 
а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = 1.

4. при n = 1 корней нет, при n ≠ 1 х = n/(n – 1).
5. при 
а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = 1.

6. при 
а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = 0.

7. при a = 0 корней нет, при a ≠ 0 х = -5/a.
8. при b = 0 корней нет, при b ≠ 0 х = 5/b.
9. при k = 0 х(R, при k ≠ 0 х = 0.

10. при m = 0 х(R, при m ≠ 0 х = -1.

11. при а = 7 х(R, при а ≠ 7 х = 1.

12. при а = 2 х(R, при а ≠ 2 х = 0.

13. при m = 3 корней нет, при m ≠ 3 х = 3/(3-m).
14. при а = 1 х(R, при а ≠ 1 х = 1.

15. при m = 0 уравнение теряет смысл, при m ≠ 0 х = 2/7m.

16. при n = 0 уравнение теряет смысл, при n ≠ 0 х = n2.
17. при a = 0 уравнение теряет смысл, при a ≠ 0 х = 1/a2.

18. при 
а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = 1/(с – 2).
19. при 
а = 0 х(R, при а ≠ 0 х = b – 3.

20. при c = -1 уравнение теряет смысл, при c ≠ -1 х = 
[image: image445.wmf]).
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21. при a = -1 корней нет, при а ≠ -1 х = 
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22. при b (R х = 2b – 3.
23. при c (R х = 
[image: image447.wmf].
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24. при m = 0 корней нет, при m ≠ 0 х = 7/3m.
25. при b = 0 корней нет, при b ≠ 0 х = 3/b.
26. при a = -2 корней нет, при a ≠ -2 х = 
[image: image448.wmf].
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27. при k = -5 корней нет, при k ≠ -5 х = 
[image: image449.wmf].
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28. s ≠ 1,5.
29. a = 100.
30. a < 0.
31. k = - 3.
32. n  ≠ 0, n  ≠ 2.
33. a  ≠ 0.
34. b = 2.
35. a = ±3.
65. x2 + 4x – 5 = 0.

66. x2 – 20x – 21 = 0.

67. x2 – 11x + 28 = 0.

68. x2 – 6x – 16 = 0.

69. x3 – 2x2 – 5x + 6 = 0.

70. x3 – 8x2 – 13x + 140 = 0.
71.a) a < 0; 0 < a < 1; a > 4;


  б) а = 0; 1; 4;


   в) 1 < a < 4.

72. a) 1;


   б) 2.

73. a) ± 1,5;


   б) ± 1.

74. p = 1, q = - 2; p = q = 0.

75. p = q = 0; p = q = - 0,5; 
p = 2/3, q = -8 / 3.
76. p = q = 0; p = 2/3, q = -8 / 3.

77. 
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81. 0; 5; 2.

82. 0; - 3; 2.

83.0,5; 1; -2.

84.0,5; 1; 1/3.

85. – 1; 
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87. – 1; 2; 11.

88. – 1; 3; 1,5.
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90. 1; 2; 3; 4.

91.- 1; -2; -3; -4.
92. -2; 5; 
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102. 0,5.

103.  -1; 0,5.

104. корней нет.
105. 1,2; 2,4.

106. -2,5.

109. 
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 решение единственное при b ≠ 0.

111. 1.

112. – 1.

114.  3.

115. 2.

116. корней нет.
117. корней нет.
118. корней нет.
119. корней нет.
120. 65,64.

121. корней нет.
122. корней нет.
123. корней нет.
124. 
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125. 4; 
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127. – 1; 0,5.

128. 0.

129.  корней нет.
130. – 0,8; 6.

131. (- ∞; 1,5].

132. (- ∞; 
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133. ± 1; ±1,5.

134. 0; 6; 1.

135. – 3; 1,4.

136. корней нет.
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140. 
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158. корней нет.
159. корней нет.
160. 
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166 -0,5.

167 – 1; - 5; - 
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173. – 1.

174. корней нет.
175. – 2.
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178. 0; 10 ; - 1.

179. корней нет.
180. 
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183. 
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186. a = - 0,6.

187. a(R.
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197. – 1.

198. 7.

199. 4.

200. 
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201. 3; - 1.

202. корней нет.
203. корней нет.
204. – 4.

205.  – 13; 2.
206. 6.

207. 
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209. 1.
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211. 8.

212. 1.
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[image: image480.wmf]3

.

216. 2 + 
[image: image481.wmf]5

.

218. 
[image: image482.wmf]3

5

.

221. 0; 1.

222. 9.

223. 0.

224. 0.

225. -
[image: image483.wmf]3

8

; 1.

226. – 2; 0,5.

227. 2; 1,5.

228.
[image: image484.wmf]5

5

4

±

.

231. 9.

232. 1.

233. 2.

234. 6.

235. – 3.

236. 4.

237. 0,25.

238. 1.

239. 
[image: image485.wmf]2

1

;

4

2

6

-

-

.

240. 0.

241. 
[image: image486.wmf].

,

,

2

3

)

1

(

;

3

6

Z

n

k

n

k

n

Î

+

-

+

p

p

p

p


242. 
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243. 
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246. 
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248. arctg 2 + πk, k(Z.
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[image: image492.wmf].

,

,

4

2

,

4

3

2

Z

n

k

n

k

Î

+

+

±

p

p

p

p


250. arctg 2 + πk, k(Z.
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254. arctg 5 + πk, k(Z.
255. -arctg 2 + πk, k(Z.
256. arctg 0,75 + πk, k(Z.
257. -arctg 3+πk,k(Z;
[image: image496.wmf].

,

4

Z

n

n

Î

+

p

p

 

258.
[image: image497.wmf].

,

,

2

4

;

2

8

Z

n

k

n

k

Î

+

+

p

p

p

p


259. –arctg2+πk,k(Z;
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267.0
268. корней нет.
269.  
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275. 2arctg 3 +2 πk, k(Z.
276. 0,5.arctg 2+0,5πk;0,5(n; k,n(Z.
277. 0,25.arctg
[image: image510.wmf]13

5

arccos

2

1

2

;

2

13

5

-

+

p

p

k

+πn, k, n(Z.

у





х





0





 1





1





f(x)=1 - � LINK Word.Document.12 "C:\\Documents and Settings\\Admin\\Рабочий стол\\Школа\\Электив ДрогаченкоТВ_профиль.doc" OLE_LINK12 \a \r  \* MERGEFORMAT �(� х(  





g(x)= � LINK Word.Document.12 "C:\\Documents and Settings\\Admin\\Рабочий стол\\Школа\\Электив ДрогаченкоТВ_профиль.doc" OLE_LINK12 \a \r  \* MERGEFORMAT �(� х - 1(  








1











PAGE  
2

_1245056357.unknown

_1246102548.unknown

_1246117517.unknown

_1483215801.unknown

_1483215817.unknown

_1483215825.unknown

_1483215829.unknown

_1483215831.unknown

_1483215834.unknown

_1483215836.unknown

_1483215837.unknown

_1483215835.unknown

_1483215832.unknown

_1483215833.unknown

_1483215830.unknown

_1483215827.unknown

_1483215828.unknown

_1483215826.unknown

_1483215821.unknown

_1483215823.unknown

_1483215824.unknown

_1483215822.unknown

_1483215819.unknown

_1483215820.unknown

_1483215818.unknown

_1483215809.unknown

_1483215813.unknown

_1483215815.unknown

_1483215816.unknown

_1483215814.unknown

_1483215811.unknown

_1483215812.unknown

_1483215810.unknown

_1483215805.unknown

_1483215807.unknown

_1483215808.unknown

_1483215806.unknown

_1483215803.unknown

_1483215804.unknown

_1483215802.unknown

_1246163222.unknown

_1246164358.unknown

_1483215793.unknown

_1483215797.unknown

_1483215799.unknown

_1483215800.unknown

_1483215798.unknown

_1483215795.unknown

_1483215796.unknown

_1483215794.unknown

_1483215789.unknown

_1483215791.unknown

_1483215792.unknown

_1483215790.unknown

_1246164745.unknown

_1246164873.unknown

_1246164997.unknown

_1246165074.unknown

_1246164921.unknown

_1246164853.unknown

_1246164575.unknown

_1246164613.unknown

_1246164400.unknown

_1246163750.unknown

_1246164029.unknown

_1246164336.unknown

_1246163828.unknown

_1246163966.unknown

_1246163797.unknown

_1246163474.unknown

_1246163560.unknown

_1246163673.unknown

_1246163509.unknown

_1246163359.unknown

_1246163410.unknown

_1246163286.unknown

_1246161584.unknown

_1246162988.unknown

_1246163068.unknown

_1246163116.unknown

_1246163009.unknown

_1246162869.unknown

_1246162961.unknown

_1246162778.unknown

_1246118376.unknown

_1246118860.unknown

_1246119020.unknown

_1246119111.unknown

_1246121292.unknown

_1246119036.unknown

_1246118992.unknown

_1246118580.unknown

_1246118673.unknown

_1246118518.unknown

_1246118271.unknown

_1246118339.unknown

_1246117972.unknown

_1246118034.unknown

_1246118131.unknown

_1246117696.unknown

_1246114479.unknown

_1246115982.unknown

_1246116344.unknown

_1246117276.unknown

_1246117499.unknown

_1246117132.unknown

_1246116083.unknown

_1246116135.unknown

_1246116021.unknown

_1246115762.unknown

_1246115878.unknown

_1246115959.unknown

_1246115802.unknown

_1246115473.unknown

_1246115710.unknown

_1246114519.unknown

_1246112690.unknown

_1246113313.unknown

_1246114355.unknown

_1246114378.unknown

_1246114304.unknown

_1246112740.unknown

_1246113031.unknown

_1246113102.unknown

_1246113125.unknown

_1246112757.unknown

_1246112713.unknown

_1246111962.unknown

_1246112032.unknown

_1246112591.unknown

_1246112626.unknown

_1246112031.unknown

_1246104880.unknown

_1246111710.unknown

_1246111792.unknown

_1246105940.unknown

_1246106815.unknown

_1246105483.unknown

_1246104784.unknown

_1246104839.unknown

_1246102555.unknown

_1245064017.unknown

_1245064807.unknown

_1245096601.unknown

_1245097008.unknown

_1246101731.unknown

_1246102449.unknown

_1246102466.unknown

_1246102082.unknown

_1245097315.unknown

_1246100034.unknown

_1246101012.unknown

_1245097469.unknown

_1245097536.unknown

_1245097632.unknown

_1245097500.unknown

_1245097366.unknown

_1245097254.unknown

_1245097278.unknown

_1245097067.unknown

_1245096866.unknown

_1245096946.unknown

_1245096996.unknown

_1245096901.unknown

_1245096645.unknown

_1245096760.unknown

_1245096626.unknown

_1245096066.unknown

_1245096232.unknown

_1245096385.unknown

_1245096416.unknown

_1245096286.unknown

_1245096167.unknown

_1245096207.unknown

_1245096125.unknown

_1245094698.unknown

_1245095839.unknown

_1245095984.unknown

_1245094747.unknown

_1245094514.unknown

_1245094593.unknown

_1245094455.unknown

_1245064462.unknown

_1245064651.unknown

_1245064758.unknown

_1245064777.unknown

_1245064745.unknown

_1245064563.unknown

_1245064586.unknown

_1245064521.unknown

_1245064272.unknown

_1245064393.unknown

_1245064449.unknown

_1245064329.unknown

_1245064092.unknown

_1245064128.unknown

_1245064041.unknown

_1245061937.unknown

_1245063484.unknown

_1245063589.unknown

_1245063894.unknown

_1245063972.unknown

_1245063515.unknown

_1245062413.unknown

_1245063368.unknown

_1245063441.unknown

_1245063410.unknown

_1245062569.unknown

_1245062731.unknown

_1245062792.unknown

_1245062634.unknown

_1245062511.unknown

_1245062118.unknown

_1245062241.unknown

_1245062302.unknown

_1245062177.unknown

_1245062032.unknown

_1245062059.unknown

_1245061979.unknown

_1245060818.unknown

_1245061201.unknown

_1245061562.unknown

_1245061585.unknown

_1245061238.unknown

_1245061117.unknown

_1245061173.unknown

_1245060987.unknown

_1245060007.unknown

_1245060068.unknown

_1245060767.unknown

_1245060053.unknown

_1245059555.unknown

_1245059891.unknown

_1245056423.unknown

_1244457793.unknown

_1244487561.unknown

_1244566817.unknown

_1244803775.unknown

_1244817038.unknown

_1244820247.unknown

_1244821680.unknown

_1245053644.unknown

_1245054285.unknown

_1245054491.unknown

_1245054613.unknown

_1245054702.unknown

_1245054754.unknown

_1245054649.unknown

_1245054548.unknown

_1245054485.unknown

_1245053941.unknown

_1245054095.unknown

_1245053797.unknown

_1244822520.unknown

_1244822675.unknown

_1244821703.unknown

_1244820933.unknown

_1244821072.unknown

_1244821636.unknown

_1244821046.unknown

_1244820786.unknown

_1244820898.unknown

_1244820523.unknown

_1244818831.unknown

_1244819984.unknown

_1244820042.unknown

_1244820156.unknown

_1244819999.unknown

_1244819584.unknown

_1244819940.unknown

_1244819480.unknown

_1244817357.unknown

_1244817783.unknown

_1244817857.unknown

_1244817759.unknown

_1244817263.unknown

_1244817292.unknown

_1244817225.unknown

_1244815385.unknown

_1244816432.unknown

_1244816818.unknown

_1244816929.unknown

_1244816489.unknown

_1244815408.unknown

_1244816339.unknown

_1244815392.unknown

_1244804124.unknown

_1244804258.unknown

_1244804278.unknown

_1244804185.unknown

_1244803944.unknown

_1244804008.unknown

_1244803878.unknown

_1244568103.unknown

_1244568923.unknown

_1244569495.unknown

_1244803038.unknown

_1244803745.unknown

_1244570558.unknown

_1244569258.unknown

_1244569291.unknown

_1244569213.unknown

_1244568543.unknown

_1244568623.unknown

_1244568682.unknown

_1244568580.unknown

_1244568283.unknown

_1244568508.unknown

_1244568157.unknown

_1244567484.unknown

_1244567750.unknown

_1244567861.unknown

_1244567934.unknown

_1244567788.unknown

_1244567597.unknown

_1244567716.unknown

_1244567538.unknown

_1244566999.unknown

_1244567362.unknown

_1244567434.unknown

_1244567047.unknown

_1244566878.unknown

_1244566944.unknown

_1244566850.unknown

_1244559902.unknown

_1244566322.unknown

_1244566661.unknown

_1244566726.unknown

_1244566806.unknown

_1244566702.unknown

_1244566368.unknown

_1244566459.unknown

_1244566343.unknown

_1244561427.unknown

_1244561957.unknown

_1244566214.unknown

_1244561903.unknown

_1244560080.unknown

_1244561365.unknown

_1244561420.unknown

_1244560060.unknown

_1244533656.unknown

_1244536729.unknown

_1244559613.unknown

_1244559674.unknown

_1244559435.unknown

_1244535632.unknown

_1244536609.unknown

_1244535208.unknown

_1244532895.unknown

_1244533183.unknown

_1244533449.unknown

_1244533190.unknown

_1244532909.unknown

_1244488832.unknown

_1244532810.unknown

_1244532870.unknown

_1244532792.unknown

_1244487596.unknown

_1244475182.unknown

_1244477101.unknown

_1244486945.unknown

_1244487238.unknown

_1244487338.unknown

_1244487369.unknown

_1244487330.unknown

_1244487188.unknown

_1244487211.unknown

_1244486990.unknown

_1244486890.unknown

_1244486906.unknown

_1244486263.unknown

_1244486742.unknown

_1244486769.unknown

_1244486343.unknown

_1244486708.unknown

_1244485997.unknown

_1244486210.unknown

_1244485799.unknown

_1244485822.unknown

_1244476809.unknown

_1244476948.unknown

_1244477037.unknown

_1244476931.unknown

_1244476006.unknown

_1244476101.unknown

_1244475651.unknown

_1244460575.unknown

_1244461161.unknown

_1244474980.unknown

_1244475057.unknown

_1244461542.unknown

_1244474908.unknown

_1244461274.unknown

_1244460940.unknown

_1244460963.unknown

_1244460866.unknown

_1244458340.unknown

_1244458734.unknown

_1244460440.unknown

_1244458480.unknown

_1244458669.unknown

_1244458425.unknown

_1244457870.unknown

_1244458264.unknown

_1244457828.unknown

_1244362322.unknown

_1244377560.unknown

_1244392466.unknown

_1244392814.unknown

_1244393795.unknown

_1244457499.unknown

_1244393601.unknown

_1244392562.unknown

_1244392792.unknown

_1244392515.unknown

_1244377771.unknown

_1244379638.unknown

_1244379988.unknown

_1244379286.unknown

_1244379296.unknown

_1244379201.unknown

_1244377651.unknown

_1244366262.unknown

_1244376912.unknown

_1244377092.unknown

_1244377476.unknown

_1244376996.unknown

_1244376711.unknown

_1244376835.unknown

_1244366263.unknown

_1244363164.unknown

_1244363418.unknown

_1244366260.unknown

_1244366261.unknown

_1244363514.unknown

_1244363261.unknown

_1244362883.unknown

_1244363033.unknown

_1244362418.unknown

_1244362547.unknown

_1244284939.unknown

_1244290380.unknown

_1244361953.unknown

_1244362224.unknown

_1244362281.unknown

_1244362051.unknown

_1244361553.unknown

_1244361583.unknown

_1244361523.unknown

_1244285311.unknown

_1244286354.unknown

_1244290303.unknown

_1244286326.unknown

_1244285084.unknown

_1244285284.unknown

_1244284966.unknown

_1244037978.unknown

_1244266306.unknown

_1244266601.unknown

_1244267342.unknown

_1244284878.unknown

_1244267414.unknown

_1244284839.unknown

_1244266676.unknown

_1244266415.unknown

_1244266451.unknown

_1244266376.unknown

_1244262235.unknown

_1244262274.unknown

_1244266290.unknown

_1244038075.unknown

_1224346452.unknown

_1224349954.unknown

_1224509368.unknown

_1244010597.unknown

_1244010524.unknown

_1224513232.unknown

_1224350971.unknown

_1224351103.unknown

_1224351278.unknown

_1224350100.unknown

_1224346849.unknown

_1224349857.unknown

_1224349909.unknown

_1224346884.unknown

_1224346962.unknown

_1224346874.unknown

_1224346656.unknown

_1224346722.unknown

_1224346532.unknown

_1224346121.unknown

_1224346289.unknown

_1224346370.unknown

_1224346149.unknown

_950439426.unknown

_1224346015.unknown

_1224342815.unknown

_950433848.unknown

