[bookmark: создание]Практическая работа № 20
Тема: вычисление определенного интеграла методом Симпсона.
Цель работы:  вычислить определенный интеграл методом Симпсона
Студен должен:
знать:
· метод прямоугольников, метод трапеций, метод Симпсона;
уметь:
· вычислять определенный интеграл.

Теоретическое обоснование











Методы численного интегрирования используются в тех случаях, когда необходимо найти значение определенного интеграла вида , но аналитически посчитать его значение не представляется возможным из-за сложного вида подынтегральной функции. Известно, что значение определенного интеграла равно , где  – значения первообразной  для подынтегральной функции  в точках  соответственно. Например, . Но далеко не для всякой функции  легко указать , как это сделано в примере. Тогда прибегают к численному интегрированию.
Есть еще, правда, способ подсчета значения интеграла путем предварительного представления подынтегральной функции в виде степенного ряда Тейлора и последующего интегрирования многочлена, представляющего несколько первых членов этого ряда. Но этот способ мы здесь рассматривать не будем. А рассмотрим находящие наибольшее применение методы численного интегрирования.
Вспомним некоторые понятия, необходимые для дальнейшего изложения.











Пусть на отрезке  задана функция . С помощью точек  разобьем отрезок  на  отрезков  (), причем . На каждом из этих отрезков выберем произвольную точку  и найдем произведение значения функции в этой точке  на длину отрезка :

.
Составим сумму таких произведений:





	Сумма  называется интегральной суммой. Определенным интегралом от функции  на отрезке  называется предел интегральной суммы при неограниченном увеличении числа точек разбиения и стремлении к нулю длины наибольшего отрезка разбиения:






	Известно, если  непрерывна на отрезке , то предел интегральной суммы существует и не зависит от способа разбиения отрезка  и выбора точек . 
[image: ]	Рисунок 20.1 Разбиение на отрезки




Геометрический смысл введенных понятий для случая 0 проиллюстрирован на рисунке 20.1 Величины  представляют из себя площади прямоугольников, отмеченных пунктирной линией, а сама интегральная сумма – площадь ступенчатой фигуры, образуемой этими прямоугольниками. При стремлении же к нулю длин отрезков разбиения площадь этой ступенчатой фигуры стремится к площади фигуры, заключенной под кривой . Это и есть значение интеграла.
	Используют следующие методы численного интегрирования.

Метод прямоугольников








В этом методе непосредственно заменяют значение определенного интеграла интегральной суммой, разбивая обычно отрезок интегрирования на  равных по длине отрезков. Тогда , являющуюся длиной отрезка разбиения, называют шагом разбиения. В качестве  могут выбираться левые () или правые () границы отрезков разбиения или их середины (). Получают следующие формулы метода прямоугольников, отвечающие этим трем способам выбора точек :
а) Формула левых прямоугольников


б) Формула правых прямоугольников


в) Формула средних прямоугольников


Главные члены погрешностей этих формул равны соответственно:



Метод трапеций






	В этом методе применяют линейную интерполяцию интегрируемой функции, т.е. график функции  представляют в виде ломаной, соединяющей точки . В этом случае площадь под кривой на каждом отрезке разбиения заменяется площадью под прямой, которая равна площади прямоугольной трапеции с высотой  и основаниями , т.е. . Рис 20.2
Получается формула трапеций

,

[image: ][image: ]где .
Рис. 20.2 Метод трапеций
Главный член погрешности этой формулы равен:

.

Метод Симпсона






	В этом методе отрезок интегрирования  разбивается на четное число  равных частей с шагом . На каждом отрезке  подынтегральная функция заменяется интерполяционным многочленом второй степени:   			   





В качестве  можно принять интерполяционный многочлен Лагранжа второй степени, график которого проходит через точки , где . 

	В этом случае площадь под кривой на каждом отрезке  заменяется площадью под параболой, а эту площадь легко посчитать, т.к. первообразная квадратичной функции известна. Рис 20.3

[image: ]для     ее первообразной будет   
Рис. 20.3 Метод Симпсона

.
Сумма же этих площадей дает нам приближенное значение интеграла. Формула метода Симпсона имеет вид:

 Главный член погрешности этой формулы равен:

.




	Надо упомянуть об одном практическом аспекте в вычислении интегралов. Обычно требуется вычислить интеграл  с заданной точность , т.е. получить такое приближенное значение его , чтобы выполнялось . 


Удовлетворить этому требованию можно, либо выбрав число  разбиения отрезка интегрирования так, чтобы главный член погрешности по модулю был меньше , либо воспользовавшись следующим приемом. 





Посчитать значение интеграла для некоторого . Затем сделать такие же расчеты для . Затем сравнить полученные результаты. Если окажется, что , то считать точность достигнутой и принять . Если же условие не выполняется, то вновь удвоить число разбиений отрезка и сравнить два последних приближения так, как это было предложено выше. Закончить процесс при выполнении указанного условия и последнее  принять за искомое значение интеграла. 
Этим приемом часто пользуются на практике, если трудно бывает оценить главный член погрешности.

	Пример 1


	Вычислим по методу левых прямоугольников интеграл  с точностью .


Разобьем отрезок  на 10 частей. Следовательно . Воспользуемся формулой:

 . 

Тогда 


Теперь проделаем аналогичные расчеты для . Получим 


И сравним модуль разности полученных результатов с заданной точность: . Принимаем за значение интеграла последнее полученное значение, т.е. .

Пример 2


Вычислим  по методу трапеций интеграл  с точностью 


Разобьем отрезок  на 10 частей: . Воспользуемся формулой: 

. 
Тогда


 Теперь проделаем аналогичные расчеты для . Получим

 


И сравним модуль разности полученных результатов с заданной точность: . Принимаем за значение интеграла последнее полученное значение, т.е. .

Пример 3




Вычислить по методу Симпсона интеграл  с точностью . Разобьем отрезок  на 10 частей: . Воспользуемся формулой: 

 
Тогда     



Теперь проделаем аналогичные расчеты для . Получим

 


И сравним модуль разности полученных результатов с заданной точность: . Принимаем за значение интеграла последнее полученное значение, т.е. .

Пример 4 Вычислить по методу левых прямоугольников 

[image: ]
Рисунок 20.4 Метод левых прямоугольников

Пример 5 Вычислить по методу правых прямоугольников 

[image: ]
Рисунок 20.5 Метод правых прямоугольников

Пример 6 Методом трапеций вычислить определенный интеграл

[image: ]
Рисунок 20.6 Метод трапеций

Пример 7 Вычислить определенный интеграл методом Симпсона

[image: ]
Рисунок 20.7 Метод Симпсона

Пример 8 Вычислить по методу средних прямоугольников

[image: ]
Рисунок 20.8 Метод средних прямоугольников


[bookmark: _GoBack]Ход работы

1. Изучить теоретическое обоснование и пример решения.
2. Представить результаты практических заданий преподавателю.
3. Оформить отчет.
4. Ответить на контрольные вопросы.

Практические задания

Задание 1. Вычислить определенный интеграл по формулам левых и правых прямоугольников при N=4

	Номер варианта
	Интеграл
	Номер варианта
	Интеграл

	1
	
	11
	

	2
	
	12
	

	3
	
	13
	

	4
	
	14
	

	5
	
	15
	

	6
	
	16
	

	7
	
	17
	

	8
	
	18
	

	9
	
	19
	

	10
	
	20
	



Задание 2. Вычислить определенный интеграл с заданной точностью

	Номер варианта
	Интеграл
	Точность
	Метод

	1
	
	10-6
	Средних прямоугольников

	2
	
	10-5
	Трапеций

	3
	
	10-8
	Симпсона

	4
	
	10-5
	Средних прямоугольников

	5
	
	10-8
	Трапеций

	6
	
	10-6
	Симпсона

	7
	
	10-5
	Средних прямоугольников

	8
	
	10-8
	Трапеций

	9
	
	10-8
	Симпсона

	10
	
	10-5
	Средних прямоугольников

	11
	
	10-6
	Трапеций

	12
	
	10-8
	Симпсона

	13
	
	10-6
	Средних прямоугольников

	14
	
	10-5
	Трапеций

	15
	
	10-8
	Симпсона

	16
	
	10-5
	Средних прямоугольников

	17
	
	10-8
	Трапеций

	18
	
	10-6
	Симпсона

	19
	
	10-5
	Средних прямоугольников

	20
	
	10-8
	Трапеций



Содержание отчета

1. Название и цели работы.
2. Решение заданий по варианту (программа и результаты).
3. Ответы на контрольные вопросы.
4. Вывод.

Контрольные вопросы

1. В чем заключается метод прямоугольников?
2. В чем заключается метод трапеций?
3. В чем заключается метод Симпсона?

Литература.
1. Овечкин, Г. В Компьютерное моделирование [Текст]: учебник/ Г. В. Овечкин.- М - Академия, 2015. – 224 с.
2. Колдаев, В. Д Численные методы и программирование [Электронный ресурс]: ИНФРА-М., 2016. – 336 с. (ЭБС Znanium.com). Режим доступа: http://znanium.com/bookread2.php?book=546692
3. Колдаев, В. Д Основы алгоритмизации и программирования [Электронный ресурс]: ИНФРА-М., 2016. – 416 с. (ЭБС Znanium.com). Режим доступа: http://znanium.com/bookread2.php?book=537513
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program integrall;

uses crt

i,n:integer;
a,b,h,x,xb, s:real;

function £(x:real):real;

begin

£:51/x45in (3/Pi%%/2) ;

end,

begin

clrscrigotoxy(10,10); textbackground(15);clrscr;
write('Boems moxmsi npemen mmrerTpuposamas') ;
readln(a) jgotoxy (10,12) ;

write('Boems mepxmei npemen umrerpuposams’
readln (b) jgotoxy (10,14) ;

write('Boemn xommecrEone ompesxon’);readln(n);
hi=(b-a)/n; s:=0;xb
for i:=0 to n-1 do
begin

x:=xb+ith; s:=s+f(x)*h; end;
gotoxy (10,18);

writeln('Murerpan pasesn’,s:12:10);
end





image87.png
program integralpravpr;

uses crt

i,n:integer;
a,b,h,x,%b, s:real;
function £ (x:real):real;
begin

1/x*sin (3/Bi%x/2) ;

end,
begin
clrscrigotoxy(10,10); textbackground(15);clrscr;
write('Boems moxmsi npemen mmrerTpuposamas') ;
readln(a) jgotoxy (10,12) ;

write('Boems mepxmmi npemen umrerpupopams’);
readln (b) jgotoxy (10,14) ;

write('Boemn xommecrEone ompesxon’);readln(n);
(b-a) /n; =:=0;xb

for i:=1 to n do
begin

+i%h; s:=s+f(x)*h; end;
gotoxy (10,18);

writeln('Murerpan pasesn’,s:12:10);
end




image88.png
program integraltr;
uses crt;
var i,n:intege:

a,b,h,x,s:real;
function £(x:real):real;
begin

£:=(1/x) *sin (3/Pi*x/2) ;
end;
begin

clrscrigotoxy(10,10); textbackground(15);clrscr;
write('Boems moxmsi npemen mmrerTpuposamas') ;
readln(a) jgotoxy (10,12) ;

write('Boems mepxmmi npemen umrerpupopams’);
readln (b) jgotoxy (10,14) ;

write('Boemn xommecrEone ompesxon’);readln(n);
b-a) /n; s
1 to n-1 do

+h; s:=s+E(x); end;
gotoxy(10,18) ;
*((£(a)+£ (b)) /2+s) ;

writeln ('Murerpan pasex’,s:15:10);
end





image89.png
Program integral; [(Mezom Crmmcomal
Uses crt;

function £(x:real) :real;
begin
£:=(-1%1n (x) ) *exp (x
end;
begin

clrscr; gotoxy(10,10); textbackground(7); clrscr;
write ('Boemure mmmmpi npemen wmTerpmponamas’) i
readln(a); gotoxy(10,12);

write('Boemure mepxmsi mpemen mmrerpuposams');
readln(b); gotoxy(10,14);
write('Boemure xomriccTso oTpesxon'

; readln(n);

hi=(b-a) /n; 5 xiza; e:=l;
for i:=1 to n-1 do
begin x:=w+h; s:=s+(3+c)*£(x); c:

h* (£(a) +£ (b) +3) /3; gotoxy(10,18);
writeln('Murerpan pasex',s:11:5);
readln;

end.




image90.png
uses crt;

i,n:integer;
a,b,dx,x, 5, xbirea
function £(
begin
£:=(1/x) *sin (3/Pi*x/2) ;
end;
begin

clrscrigotoxy(10,10); textbackground(15);clrscr;
write('Boems moxmsi npemen mmrerTpuposamas') ;
readln(a) jgotoxy (10,12) ;

write('Boems mepxmei npemen umrerpuposams’
readln (b) jgotoxy (10,14) ;

write('Boemn xommecTEone ompesxon’);readln(n);
b-a) /n; xb:=atdx/2; s
i:=0 to n-1 do

cal

cal;

xi=xbtitdi; s:=st+f(x)+dx; end;
gotoxy(10,18)
writeln('Mumerpan pases’,s:15:10);
end
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