[bookmark: создание]Практическая работа № 21
Тема: решение задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка методом Эйлера.
Цель работы:  решить дифференциальные уравнения 1-го порядка методом Эйлера
Студен должен:
знать:
· метод Эйлера, метод Рунге-Кутта;
уметь:
· решать дифференциальные уравнения.

Теоретическое обоснование




Решение задачи Коши для уравнения вида  заключается в отыскании функции , удовлетворяющей этому уравнению и начальному условию .


	Есть задачи, для которых решение можно найти аналитически. Но таких задач немного. А для остальных используют приближенные методы решения. Эти методы не дают аналитического вида функции, а значит и нельзя получить значение искомой функции в любой точке. Но они позволяют оценить приближенно значения искомой функции на некотором отрезке , где , а правый конец отрезка задан, исходя из потребностей.










Для получения решения приближенными методами указанный отрезок  разбивается на n равных частей точками , так что . При этом говорят, что задается сетка. Шагом сетки h называется расстояние между соседними точками разбиения (узлами) . Оно равно . Значение функции  в начальной точке сетки  известно: оно задается начальным условием . Значение функции в каждом следующем узле сетки рассчитывается по значению в предыдущем узле по формулам метода. Таким образом, приближенные методы позволяют найти решение уравнения в виде сеточной функции  со значениями в узлах сетки . 
Познакомимся с некоторыми из этих методов.

Метод Эйлера




Этот простейший численный метод заключается в разложении искомой функции  в ряд Тейлора в окрестностях узлов сетки  в котором отбрасываются все члены, содержащие производные второго и более высоких порядков. Запишем это разложение в окрестности узла :





Т.к.    и  ,  то, отбрасывая , получаем:

.





Введя обозначение , окончательно получаем формулу метода Эйлера, позволяющую по значению искомой функции в точке  найти значение ее в следующем узле :

.


Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок . Это следует из того, что для получения формулы был отброшен член .

Модифицированный метод Эйлера


Этот метод имеет лучший порядок точности, и формулу для него получают, оставляя в разложении функции  в ряд Тейлора в окрестностях узлов слагаемые, содержащие вторую производную:

.                                                              (1)
Затем аппроксимируют вторую производную с помощью отношения конечных разностей:

                                                                                       (2)
Подставляя выражение (2) вместо второй производной в (1), получают:

.
И после преобразования:

                                                                    (3)
Заменяя производные выражениями


  и  ,


где  - найдено по формуле Эйлера, т.е.  , получают формулу модифицированного метода Эйлера:


,   где    


	Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок . Это следует из того, что для получения формулы был отброшен член .

Метод Рунге-Кутта



Этот метод является самым популярным, т.к. дает хороший порядок точности. Формулу для этого метода получают, сохраняя в представлении функции  в виде ряда Тейлора в узлах  большее число членов. Т.к. вывод ее достаточно громоздкий, то он здесь не приводится. 
	Формулы метода Рунге-Кутта имеют следующий вид:


, где     



Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок .



Отметим некоторые существенные моменты применения указанных методов для решения обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка  с начальным условием .
	Заметим, что погрешность вычислений с каждым следующим шагом может иметь тенденцию к накоплению. Отсюда сразу следует, что лучше применять для расчетов методы, дающие более точный результат на каждой итерации. Из рассмотренных выше методов лучшим является метод Рунге-Кутта, ошибка в котором пропорциональна шагу в пятой степени. А так как шаг выбирается обычно маленьким, то и ошибка мала. 



Если метод решения выбран, то следующая задача – это выбор шага . И тут возникает следующая проблема. Допустим, нужно получить значения искомой функции на отрезке , где. С одной стороны, шаг нужно взять маленьким, чтобы ошибка каждого шага была небольшой. С другой стороны, при этом возрастет число шагов вычислений, что приводит в свою очередь к накоплению ошибки. Так что шаг в каждом случае следует выбирать некоторым оптимальным образом.

Пример 1


Решим предлагаемую ниже задачу Коши методом Эйлера с заданным шагом на отрезке :




Для данной задачи можно указать аналитическое выражение для функции решения. Легко проверить, что это будет функция . Здесь специально выбрана такого рода задача, чтобы иметь возможность сравнить работу методов, зная точные значения функции решения в точках разбиения отрезка .
Проведем расчеты по формуле Эйлера.

По условию . Формула Эйлера имеет вид:


Следовательно,




Выпишем полученные по методу Эйлера значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
	

	Метод Эйлера
	Точное решение
	Ошибка 
вычислений

	

	1.2000
	1.2221
	0.0221

	

	1.4420
	1.4977
	0.0557

	

	1.7384
	1.8432
	0.1048

	

	2.1041
	2.2783
	0.1742

	

	2.5569
	2.8274
	0.2705

	

	Метод Эйлера
	Точное решение
	Ошибка 
вычислений

	

	3.1183
	3.5202
	0.4019

	

	3.8139
	4.3928
	0.5789

	

	4.6747
	5.4895
	0.8148

	

	5.7377
	6.8645
	1.1268

	

	7.0472
	8.5836
	1.5364



Пример 2

Рассмотрим ту же задачу и решим ее теперь модифицированным методом Эйлера:


Формула метода имеет вид


, где    
Проведем по ней расчеты





Выпишем полученные по модифицированному методу Эйлера значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
   
	

	Модифициро-ванный метод Эйлера
	Точное решение
	Ошибка 
вычислений

	

	1.2210
	1.2221
	0.0011

	

	1.4948
	1.4977
	0.0029

	

	1.8375
	1.8432
	0.0057

	

	2.2685
	2.2783
	0.0098

	

	2.8118
	2.8274
	0.0156

	

	3.4964
	3.5202
	0.0238

	

	4.3579
	4.3928
	0.0349

	

	5.4393
	5.4895
	0.0502

	

	6.7938
	6.8645
	0.0707

	

	8.4856
	8.5836
	0.0980



	Сравнивая картину погрешностей в этом методе и в методе Эйлера, можно видеть, что погрешности модифицированного метода Эйлера на порядок меньше соответствующих погрешностей метода Эйлера.

Пример 3
Решить ту же задачу методом Рунге-Кутта:


Запишем формулы метода Рунге-Кутта:


, где   



Проведем по ним расчеты. 

Для    имеем





Для    имеем








………………………………………………………………..

Для    имеем





Выпишем полученные по методу Рунге-Кутта значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
	

	Метод Рунге-Кутта
	Точное решение
	Ошибка 
вычислений

	

	1.2221
	1.2221
	0.0000

	

	1.4977
	1.4977
	0.0000

	

	1.8432
	1.8432
	0.0000

	

	2.2783
	2.2783
	0.0000

	

	2.8274
	2.8274
	0.0000

	

	3.5201
	3.5202
	0.0001

	

	4.3927
	4.3928
	0.0001

	

	5.4894
	5.4895
	0.0001

	

	6.8643
	6.8645
	0.0002

	

	8.5834
	8.5836
	0.0002



Сравнивая картину погрешностей в методе Рунге-Кутта и в рассмотренных ранее методе Эйлера и модифицированном методе Эйлера, можно видеть, что погрешности этого метода на несколько порядков меньше соответствующих погрешностей двух других методов. Именно поэтому метод Рунге-Кутта находит наибольшее применение.

Пример 4 Решить методом Эйлера дифференциальное уравнение  с начальным условием y(0)=1,3 на отрезке 0;1, принять шаг h=0,2.
[image: ]
Рисунок 21.1 Метод Эйлера

[image: ]
Рисунок 21.2 Результаты решения примера 4

Пример 5 Решить методом Эйлера дифференциальное уравнение  методом Рунге-Кутта второго порядка с начальным условием y(0)=1,3 на отрезке 0;1, принять шаг h=0,2.

[image: ]
Рисунок 21.3 Метод Рунге-Кутта

[image: ]
Рисунок 21.4 Результаты решения примера 5

Ход работы

1. Изучить теоретическое обоснование и пример решения.
2. Представить результаты практических заданий преподавателю.
3. Оформить отчет.
4. Ответить на контрольные вопросы.

Практические задания

Задание 1. Решить задачу Коши методами Эйлера и Рунге – Кутта на отрезке [0,1; 1,1] с шагом h=0,1при начальном условии y(0,1)=0,25 с точностью 10-1
Четные варианты y'=a(x2+sin(bx))+cy.
Нечетные варианты y'=a(x2+cos(bx))+cy

	Номер варианта
	a
	b
	c
	Номер варианта
	a
	b
	c

	1
	0,133
	2
	0,872
	14
	0,258
	0,5
	1,278

	2
	0,215
	1,5
	1,283
	15
	0,317
	1,1
	0,283

	3
	0,158
	0,8
	1,164
	16
	0,166
	1,3
	0,461

	4
	0,173
	0,7
	0,754
	17
	0,186
	0,7
	0,457

	5
	0,221
	1,2
	0,452
	18
	0,215
	0,4
	0,254

	6
	0,163
	0,4
	0,635
	19
	0,188
	0,1
	0,536

	7
	0,133
	2
	0,872
	20
	0,193
	1,9
	0,248

	8
	0,145
	0,5
	0,842
	21
	0,291
	0,3
	1,354

	9
	0,213
	1,8
	0,368
	22
	0,311
	1,7
	0,279

	10
	0,127
	0,6
	0,573
	23
	0,353
	1,3
	1,216

	11
	0,232
	1,6
	1,453
	24
	0,415
	0,4
	0,354

	12
	0,417
	0,8
	0,972
	25
	0,233
	0,2
	0,427

	13
	0,324
	1,5
	0,612
	26
	0,355
	1,2
	0,388



Задание 2. Найти приближенные решения задачи Коши u'=f(x,u), u(0)=0 на отрезке [0;1] с точностью 10-1, используя методы Эйлера и Рунге- Кутта.
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Содержание отчета

1. Название и цели работы.
2. Решение заданий по варианту (программа и результаты).
3. Ответы на контрольные вопросы.
4. Вывод.


Контрольные вопросы

1. В чем заключается метод Эйлера?
2. В чем заключается метод Рунге-Кутта?

Литература.
Основные источники:
1. Колдаев, В.Д Численные методы и программирование [Электронный ресурс]: учеб. пособие / В.Д. Колдаев под ред. Л.Г. Гагариной. - М.: ИД ФОРУМ:  НИЦ Инфра-М, 2013. - 336 с. (ЭБС Znanium.com). Режим доступа: http://znanium.com/go.php?id=370603

Дополнительные источники: 
1. Федорова,  Г. Н Информационные системы [Текст]: учебник/ Г. Н. Федорова.  -М.: Академия, 2013 г. 208 с.
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program div_uravn;
var x,y,a,b, hireal;
function £(x,y:real):real;
begin
£:=cos (y) +3+x,
end,
begin

write('Beemure y,a,b,h');readln(y,a,b,h);
repeat
writeln('x=",x:0
yi=ytRtE(x,y)
xi=xth;

until obe0.1;
readln;

end.

i3, Y=, y:0:3);
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program rungekutta;

uses crt;

var z,x,y,a,b,hireal;
function £(x,y:real):real;
begin

cos (y) +34x;

clrser;
write('Bsemare y,a,b,h');readln(y,a,b,h);

L yi0:3);

b
until x>b+0.1;
readln;

end.
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v,2,b,81.3 0 1 0.2
¥=1.300
v=1.388
y=1.582
y=1.861
v=2.210
v=2.624
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IIpumep 2.57. Pemmnts meTomom Ditnepa anddepeHIranbHOE
ypaBHeHue y' = cos y + 3x ¢ HauaabHbiM ycioBueM y(0) = 1,3 Ha or-
peske [0; 1], mpunsB war s =0,2.

Pewenue

Tabnuunblit ciocob

k X Yk Ak = 0,2(cos yi + 3x;)
0 1,3 0,05

1 | 0,2 1,35 0,16

2 0.4 1,52 0,25

3 0,6 1,77 0,32

4 0,8 2,09 0,38

5 1 2,47





image79.png
var x,y,a,b,h:real; {Meton Diinepa}
function f(x,y:real):real;
begin fi= cos(y)+3*x;
end;
begin
writeln('BBesnTe y, a, b, h'); readln(y,a,b,h);
X:=a;
repeat
writeln(x:0:3," ',y:0:3);
y=y+h*fx,y);
X:=x+h;
until x>b+0.1;
readln;
end.




image80.png
IIpumep 2.59. Pemnts meromom Ditnepa anddepeHInanbHOE
ypaBHeHMe Y’ =cosy +3x meronom Pynre — Kyrra Broporo mno-
psiaka (HavanbHoe ycnosue y(0)= 1,3 Ha otpeske [0; 1]).

Mporpamma

Program Rumge; {Meron Pynre — Kyrra 2-ro nopsiika}
Uses Crt;
var z,x,y,a,b,h:real;
function f(x,y:real):real;
begin
f:= cos(y)+3*x;
end;
begin
ClrScr;
writeln('Beeaute y, a, b, h');  readIn(y,a,b,h); x:=a;
repeat
writeln(x:0:3," ",y:0:3);
z:=y+h*y*(1-x);
yi=y+h*(f(x,y)+f(x+h,z))/2; x:=x+h;
until x>b+0.1;
readkey;
end.
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